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§5, Projectieve Schema's.

Definitie 5.1: Een ring R heet een gegradeerde ring als er additieve

subgroepen R (ne?) vestaan zodat

R= ) R
nez

terwijl bovendien voldaan is aan:

Rn°RmF:Rn+ .

m
Definitie 5.2: Als R = z Rn een gegradeerde ring is, dan noteren we:
nell
o0
Ri= ] R
n=1

Definitie 5.3: Een ideaal i van een gegradeerde ring R = z Rn heet

homogeen als
i=)]i0R .

Definitie 5.4: Een element r van een gegradeerde ring R = z Rn heet

homogeen van de graad m als

reRr .
m

een ring

Opmerking 5.5: Als R = Z Rn een gegradeerde ring is, dan is RO

en elke Rn is een Ro—moduul.

Opmerking 5.6: Zij R = z Rn een gegradeerde ring, en zij réRm. Noteer:

= (8
(R).-{t]se:Rm+

retT ot C By

Dan is met

Rr een gegradeerde ring.




Bew: Ga na.

Definitie 5.7:

Definitie 5.8:

Definitie 5.9:

Definitie 5.10:

Definitie 5.11:

5.2

Als R = Z Rn een gegradeerde ring is, en re.gm, dan

= = (5 .
R(r).— (Rr)o = {rt eRr seRtm}

Als R ='Z Rn een gegradeerde ring is, dan noteren we:
(@), _
R =) R4
n
(a) . .
Ock R 1s een gegradeerde ring.

Een ring-morphisme
g:A—»XRn

van een ring A naar een gegradeerde ring R heet een

gegradeerde A-algebra als £(A)CR..

0

Zij R = z Rn een gegradeerde ring en zij M een R-moduul.

Als er additieve subgroepen Mn’ n€Z van M zijn, zodat
M= ) M
ne?
terwijl bovendien voor elke k,l1€Z geldt:

Rk'MlC Mk+l

dan heet M een gegradeerd R-moduul.

Als M = z Mn een gegradeerd R-moduul is, dan noteren we:

M(m):= 2 an
ne?

(m) (m)

M is een gegradeerd R’ ' -moduul.



Definitie 5.12:

Opmerking 5.13:

Definitie 5,1h:

Definitie 5.15:

5.3

Als M = 2 Mn een gegradeerd R-moduul is, dan noteren

we:

M(k):= ) (M(k))
n€Z

waarbij

(M) =M,

M(k) is zo een gegradeerd R-moduul.

In het bijzonder hebben we bij een gegradeerde ring

R=) R de gegradeerde R-modulen R(k) (keZ).

Zij R = X‘Rn een gegradeerde ring, en zij M = z Mn een
gegradeerd R-moduul. Zij voorts reRk. Dan is Mr een

gegradeerd Rr—moduul met

v t tk+
r
Definieer:
M(r) = (Mr)o .

Zijn M = Z Mh en N = z Nn twee gegradeerde R-modulen,

dan heet een R-moduul-morphisme
¢: M— N

een morphisme van gegradeerde R-modulen als voor elke
ne?Z geldt:

(&4 .
¢Mn Nn



5.4

De verzameling van morphismen van gegradeerde R~modulen

van M naar N zullen we aangeven met
HomR(M,N)O

(niet te verwarren met M (M,N) !)

Opmerking 5.16: Zij R = 2 Rn een gegradeerde ring, en zijn M = 2 Mh en

N= 2 Nn twee gegradeerde R-modulen. Dan is M@RN een
gegradeerd R-moduul.
Bewijs: Definieer:
<oo
1= . ! .+ = ‘
(M@N)n { E m, ® m! | graad m, + graad m! n}

We krijgen dan een gradering

MeN =} (MeN) .
n

Afsprask: Tenzij anders vermeld, zullen we steeds aannemen dat elke

gegradeerde ring positief gegredeerd is. D.w.z.:

Definitie 5.17: Bij elke gegradeerde ring R = E Rn definiéren we als

volgt een topologische ruimte
Proj(R)

Als verzameling is Proj(R) de deelverzameling van
Spec(R), die gevormd wordt door de punten %E die vol-

doen aan de volgende twee voorwaarden:

o

(i) p is een homogeen priemideaal
(ii) R+¢E
We geven verder Proj(R) de door Spec(R) geInduceerde

topologie.



5.5

Definitie 5.18: Als R = z Rn een gegradeerde ring is, en r& Rm dan

definiéren we:
D+(r) := D(r)N Proj(R).

>O’

Lemma 5.19: Zij R = z Rq een gegradeerde ring. 7Zij noelN net n,

zodat voor elke n > n_ er een additieve ondergroep R Yan

0
Rn is gegeven. Dan zijn de volgende twee uitspraken aequi-

valent:
(i) _a_erPI'OJ(R). ROR =p alsn>n,
(ii) | a) RbCP ., 2sn2>n,ennelN

d b) Als r@R , t&R en rt€p ,.» dan is rep of

tsEn als n,m 21,

'c)gn?_no . BnaéfRn

Bewijs (i) = (ii): a) en b) volgen op triviale manier. Om ¢) te be-

wijzen kiezen we a€R , zeg a = a, + ... + & (aieRi)' Stel:

Vn_>_n0 'Bn=Rn'
Den is

n —
a1 eRn B ‘P'nc;E

zodat a,€p. Evenzo a,,... ,-ake D, dus a€p. Met andere woorden: R_'_CE,
tegensprask.

Bewijs (ii) ==> (i): Uit c) volgt:

= . -
Zn 2 nO aeRn a%_‘gn
Kies deze a (en n) vast. Definieer voor meN:

.. t
R .
. p' := {x@R Voor bijna alle t geldt: xa'€p +tn}



5.6
Dan geldt:
min0;==>21;1=2m (-x-)
on geldt: |
V. ‘E'I;l is een additieve groep.

Definieer nu:

p:= 2 ',
m>0 *n
Dan is p een homogeen ideaal, en, omdat a4 p, is R+¢ p. Voorts geldt:

p is een priemideaal BN 0|

Want stel s,t€R met

s =8+ ... ts 3 b=t o+t (si,tieRi)
terwijl

s,t€p .
Dan is

S b1€ By -

Daaruit volgt:

T
e L] L]
3 el sktla =4 Rn'r+k+l

1"

Kies T voldoende groot en kies 7' en 1" zo dat T = t' + 1" en

k+1'n>n 1+1tn>n

0o 3 0 °
Dan is

n

' T '
Sx2 é'Rkﬂ'n of tla €24y

(volgens b)), dus



5.7
! 1
5, € P of tlep_l
- zodat
5, €R of tleR .
Zeg: skep_. Dan hebben we:

st = (SO+"'+sk—1)(tO+"'+tI) + sk(to+...+tl)e£ .

Dus:

(sg*e- *8 ) (t0+. . .+tl) ep .

Hieruit volgt weer: 5. 1€R of tle;g, etc. We vinden zo dat Of sep,
Of tep, waarmee (»x) bewezen is. Tot slot geldt: p is éénduidig bepaald.
Want stel dat p en g beide aan (i) voldoen. Neem aan dat P # g. Dan is
er een homogeen element b van de graad 4 zodat bijvoorbeeld beg en b#ﬁ.
Als d > 0 dan geldt voor elke m > n

o’
bme_q_nR =pNR .Cp
md nd
zodat b&p, tegenspraak. Als d = 0, dan geldt

abs-Rnng = Rnﬂ PCp

en, omdat a¢2 moet b€p, eveneens tegenspraak. Dus moet p = g.

Propositie 5.20: Als R = 2 Rq een gegradeerde ring is, en als r een

homogeen element van R, is, dan geldt:

D+(r) = Spec R(r)

als topologische ruimte.

Bewijs: Definieer:

tpr: D+(r) —— Spec(R(r))

- L



5.8

(Ga na dat dit een goede definitie is).

(1) ‘wr is surjectief: Hiertoe construeren we met behulp van het voor-
gaande lemma bij een priemideasal g van R(r) een priemideasal pcR, zodat

R€D+(r) en wr(xE) = g. Stel re‘RnO en definieer:

(a) B*;n = {XeRtn %63}
0 0 r

.= N '
(b) Als n > n, dan B {xeRn | N,t . x eE’tn}

0

):

We gaan de voorwaarden na voor de groepen B, (n > n,

(1) 2, is een additieve subgroep van R : Kies X,yE€R  zodat

I\T1 N2
x €ep/ 3 ¥ ep/
P—t1no Rteno
Dan volgt:
o~
N1 xl\T1
X eRtn ,-—E—é‘_q 3 N1n=t1no
170 1
p r
N
N2 2
y €R, ;LEQ_,Nn=tn
t.n 1 2 270
270 2
g r
zodat
4, (x )N1+N2
(x=y) € R ; S _———eg
no(t1+t2) t1+t2

wat zeggen wil: X-yep

(2) RmRnCP—rﬁm' Want als teRm, XEp dan is

xNe Pién 3 Nn = knO
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Zodat we vinden:

N 0 0 0
X X b X _ (xt)
FEL = €gq *km T TmneEn. €4
r 0 r 0 ¢}
r r r

Dus: XteP—n+m , waarmee (2) bewezen is.
(3) Als x@R , yERn en yep .. dan is xep of yeP'n' (Tr1v1aal).r
(4) rer \ R, (triviaal).

5 P

Volgens lemma (5.19) volgt uit (1) t/m (L4) dat er een é&nduidig bepaald

homogeen priemideaal pCR bestaat zodat voor n > n. geldt:

0]
RNR, =B,

terwijl rd.‘:_‘g en R_A:p_. Dus EeD+(r). Ga na dat geldt: l!)r(_'g) =g .

(ii) % is injectief: Kies 2, en B, in D+(r), zodat
v.(p,) = wr(ze) .

Kies n > n, en beschouw y€p, NR . Dan is

)
¥ GP-1“Rnn
0

zodat

0

r
Dat wil zeggen:

%o
z_ _ ¥ __
gzepannot . rt E

n
+ +
zodat er een NeN bestaat zodat rN By = rN ty O.



5.10
Derhalve is dan y&p,NR . Volgens lemma. (5.19) volgt uit

24 an ="22an als n > n,

dat p; = p,+ We hebben bewezen dat p, ﬂRnCBeﬂ R . Analoog volgt:
24NR Jp,NR , zodat p, = p,.

(iii) wr is topologisch:. Hiertoe construeren we twee bases voor de

open topologie van D+(r) resp. Spec(R(r)), zodat ¢ de basiselementen
in elkaar overvoert.

Een basis voor de open topologie van Spec(R(r)) wordt gegeven door deel-

verzamelingen van het type

b I
pdy) (e
r r

(r)) °

Beschouw nu de twee volgende families deelverzamelingen van D+('r):

V= {D+(rt) | t homogeen; t €R}
W= {o(z)ND_(r) | zeR} .

Allereerst is direkt duidelijk dat UV een deelverzameling is van W,

want als t homogeen is, dan geldt
D(t)ND, (r) = D (rt) .
Vervolgens: Beschouw
x @D(z)ND,(x) .
Zij z =z, + 2z, + ... * z, (ZieRi)' Dan is er een index i zodat

XRGD(zi) nD+(r)

waarult volgt:

t t
D(z)ﬂD_l_(r)Ci‘;)O D(zi)nD+(r) = i(;}o D+(zir) .



5.11
Omgekeerd, zi]

t
xﬁe igo D+( zir)

Zeg: zirég. p is een homogeen ideaal, dus

p=]RNE .
i
Met andere woorden: Uit z = Z4 + ...+ zte;Q zou volgen dat zieg,

tegensprask. Dus Z¢E, zodat

D(z)nD,(r) = _60 D, (2,7) .
l:

We hebben gevonden:
(i) UcW
t
(i) VweW Jy..,...,u.eVT.w= U u.
l;‘ l_t j=1 lj

Hieruit volgt dat - omdat de elementen van W een basis vormen voor de
open topologie van D +(r) (hebbende de door Spec(R) geinduceerde topolo-
gie), ook U een basis is voor deze open topologie.
Dat wr topologisch is, volgt nu uit:
n
wr(D+(rt)) = D(iG——n-) als tER

r

zoals gemakkelijk is na te gaan.

Opmerking 5.21: Als R = ) R een gegradeerde ring is, en r&R_is een

homogeen element, dan geldt:

D (r) = ¢ < r is nilpotent.

Bewijs: D+(r) = = Spec(R(r)) = = R(r) = 0 <> r is nilpotent.

Opmerking 5.22: Zij R = 2 Rn een gegradeerde ring en zij
s€R ; tE&€R .
0 %



Noteer:
sto tso
lom e & t.= 2 &
s s R(t) ] t R(S)
-0 0
t s
Dan geldt:

(Rig)lgr = Brae) = Byl

Bew: Het isomorphisme (R(s))t' = R(st) wordt gegeven door:
[
(Rig)lgr = R(st)
X
(sm) ' N xs(to+sO)Ntm
< (&) (st)SON+m
tM(so--1)
Cute !
s O . \
(6" (st)™

Propositie 5.23: Als R = ) R, een gegradeerde ring is, en als X = Proj(R),

dan bestsat er bij X op kanonieke manier een schoof van

ringen G’X, zodab (X,@'X) een preschema is.

Bewijs: Allereerst merken we op dat we een open overdekking

Xx=U D,U(s)
seR +°
n

n>0

van X hebben. (Want, als xp_ex, dan R +¢R zodat er een homogeen element

s met graad ongelijk O is, zodat sg¢ p.) Op elke D+(s) hebben we wegens
D+(S) = SPGC(R(S))

de struktuurschoof bij de ring R(s) s 2eg @’(S). We plakken deze schoven



5.13

(9’(5) tot de schoof GX op X. De isomorphismen.

G gy lnu(st) — &, Ip, (st)

worden gegeven door:

(D+(st)-,@'(s)]D+(st)) Spec((R(s))

t') = SpeC((R(t))s') =

(D+(st),ﬁ'<t)]D+(st))

(Ga dit na, en ook dat aan de tweede plakvoorwasarde is voldaan). (We

noteren vaak Proj(R) i.p.v. (X,@'X) » 0ok als we het preschema bedoelen.)

Propositie 5.24: Proj(R) is een schema.

Bew: In §3 is bewezen dat een preschema (X,@'x) een schema is als er
een open affiene overdekking (Xi)i van X bestaat, zodat voor elke (i,j)
Xian affien is, en zodat bovendien de beelden van @'X(Xi) en %(Xj)
onder de restricties tot @'X(Xiﬂ Xj) samen de ring e’X(XiﬂXj) voort-
brengen. '

Welnu, kies als open affiene overdekking

Proj(R) = U D+(s)

seR
n

n>0

Dan is zeker D+(s)('\D+(t) = D+(st) = Spec R ) affien. De restricties

(st
O, (0, (s))— T, (D, (st))

s

, . L 0
worden verkregen als volgt: (t':= r_ als s€R , t€R, )
s t
0 0 0
s
~
_ kan. o~ -
Oy (D, (s)) = Ry =2 (R ) —F— Ro ) = O(D, (st))
1 m
P S > xt
st (st)®




5.1k

(cf. opm. (5.22)). Evenzo hebben we de restrictie

[ kan.
Ox(D,(6) = By =5 (Rey))gr == Ry = G0, (s0))

4
I__; N ysn
s (st)™
sto
(als s':= = ). We moeten laten zien dat R(st) door de beelden van -
0
t

R(s) en R(t) wordt voortgebracht. Kies hiertoe een willekeurig element

Z

——— ER
(st)M (st)
We kunnen dan schrijven:
M(so+to) M(to+so)
Z _ 2zt S
M~ M(t +1) ° ~ Ms
(s8)7 (g O (st) ©
en beide factoren zijn de beelden van resp.
ZtM(sO—1) SMtO
Tue o SR R T SRy
s 0 - 0

waarmee de propositie bewezen is.

Propositie 5.25 Als S een gegradeerde A-algebra is, dan is Proj(S) een

schema over Spec(A).

Bewijs: Allereerst construeren we een kanoniek morphisme van preschema's
(f,F): Proj(8) — Spec(a) .
Laat de A-algebra S gegeven zijn door het ring-morphisme

n: A— 5 .
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Kies een homogeen element»s€28+. Dan induceert n een ring-morphisme
T'IS: A S(S)

a b ﬁéil

zodat we een morphisme van affiene schema's

(fs,FS):= Eb+(s) = Spec(S(S)) ;;;;?;;; Spec (AX]

hebben verkregen. Omdat voor elk tweetal homogene elementen,s,t€28+ het

diagram
e
kan. A
/
S(St) st

commuteert, komen (fS,FS) en (ft’Ft) overéén op de doorsnede D+(st),

zodat de familie
{(fS,FS) | s homogeen, sé?S+}

ons het gevraagde kanonieke morphisme van preschema's (f,F) oplevert.
Hiermee is Proj(S) een preschema over Spec(A). Dat Proj(S) een Proj(a)-
schema is volgt direkt uit prop. (3.47), analoog als in het bewijs van

prop. (5.24).

Propositie 5.26: Zij R een gegradeerde ring en zij M een gegradeerd

R-moduul. Noteer: (X,C}X)

Proj(R). Dan bestaat er een

~
quasi-coherent gtx-moduul M zodat voor elk homogeen

element séER+ geldt:
n
M(D,(s)) =M\

terwijl de restrictie-morphismen




5.16
fi(p, (s)) —> (D, (s%))

de kanonieke morphismen

Mig) ™ Mist)

zijn.

Bewijs: Deze constructie verloopt geheel analoog aan die van de struk-
tuur-schoof G'X op X. (Cf. prop. 5.23). Als s een homogeen element is

uit R,, dan is M(s) een R(S)—moduul. (Ga na). Volgens opm. (L4.2) is

+’
er dus een schoof

NS
Mis)

op D+(s) = Spec(R(S)) gedefinieerd. Omdat we ~ analoog aan opm. (5.22) -

weer isomorphismen

(M(s))t' N M(st) = (M(t),)s'

hebben, (Hierbij is seR, t&R, , terwijl

0 0
t
s 0 tso
gli= =— ; t'i=— ),
0 0
t s

~
kunnen we deze schoven M(s) plakken (ga na) tot een schoof flll, gedefi-

nieerd op X. Ga na dat fl een @’X-moduul is.

Opmerking 5.27: Als R een gegradeerde ring is, en (X,G’X) = Proj(R),

dan kunnen we R als R-moduul (gegradeerd) opvatten en er geldt:
GX =R .

Propositie 5.28: Als R een gegradeerde ring is, en (X’GX) = Proj(R),
dan is de toevoeging

~N

M—rM
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een covariante exakte functor, compatibel met het

nemen van inductieve limieten, die aan elk: gegradderd:’

R-moduul een guasi-coherent gzx-moduul toevoegt.

Bewijs: Laten M en N twee gegradeerde R-modulen zijn, en zij
¢€HomR(M,N)O .

Dan induceert ¢ voor elke homogene s met positieve graad een R(S)—moduul-

morphisme
P(s)t Mig) T Mg -

Bovendien, als t nog een homogeen element uit R, is, commuteert het

diagram

M T———> N
(s) ¢(s) (s)

kan. kan.
M(St) ¢(St) N(St)

zodat de familie. morphismen

D, (s) = fi)—=— ) = §lp, (s)

o

(s)
een morphisme
~ o~ ~
¢: M—> N

A
van fzx—modulen induceert. Hiermee is M — M een covariante functor.
Dat deze functor exskt is, kunnen we lokaal controleren. We zijn dus

klaar als we bewijzen dat, als

0 > M! > M M" > 0

een exakte rij van gegradeerde R-modulen is, ook de geinduceerde rij

van R -modulen
(s)

&
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0 — Mi ) == Mgy = Mgy =0

exekt is. Dit is direkt te verifiéren. Nu moet nog ingezien worden dat

M — M compatibel is met het nemen van inductieve limieten.

»

7ij

ul 3
{Ma, ¢B. M, M,; o < B}

B o,peT

een inductief systeem van gegradeerde R-modulen. Dan is ook
o
{(MOL)(S) ) (4’8) (S) . (MOL) (S) — (MB) (S)}

een inductief systeem, dit maal van R(s)-modulen.

Noteer nu:
~
Mi= lig M 5 M= Lig M,

~ e
(Merk op dat {Moc’(bs} ook een injectief systeem van O'X-modulen is). Voor

elke 0 €I induceert het kanonieke morphisme

een G’X-moduul-morphi sme

N N
u.—Ma——*M—EgMa .

Ga na dat deze morphismen een uniek bepaald morphisme

~ ~
e:’m=1imMa-->M

~
van Gx-modulen bepalen. Om te controleren dat € een isomorphisme is,
is het voldoende dit lokaal te verifiéren, dus moet voor elk homogeen

element s€R + worden gecontroleerd dat
Lig (M) y = (Lim M)y .

Ga dit na.
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Definitie 5.29: Zijn R en S twee gegradeerde ringen, kn is

¢: R—=> 8

een morphisme van gegradeerde ringen (D.w.z.: ¢(Rn)CSn) .

dan noteren we:

G(¢):= D, (¢r) .

reR+

r homogeen

Opmerking 5.30: G(¢) is een open deelverzameling van Proj(S), en dus

kunnen we de struktuur-schoof tan .Eroj(-s{)";be;pei:ken‘ ‘tot(Gl9)y zodat
G(¢) een schema is.
)

Bovendien geldt, als S + als ring
dat G(¢) = Proj(8), want stel

wordt voortgebracht door ¢(R+),

€ Proj(8)
X J(

(p een priemideaal van 8). Zeg: xReD+(s), waarbij s een homogeen ele-
ment is uit 8 + Volgens het gegeven kunnen we s dan schrijven als eindige

som van termen van de vorm
¢_(I‘1)-¢(I‘2)- cee e ¢(rt) (ri€R+, ri homogeen)

zodat er, omdat s#:p_, een homogeen element rG:R+ te vinden is, zodat

¢r4:2. Dat wil zeggen:
x @D, (¢)€C(4)

zodat G(¢) = Proj(s).

*)

Hier is S, een ring zonder eenheidselement!

Propositie 5.31: Zij ¢: R——> S cen morphisme van gegradeerde ringen.

Dan induceert ¢ voor elk homogeen element ré:R+ een

ring-morphisme
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o~

Y@ )T Sen)

-<
a_ p——a.ié_
n n
r o1
e

Er bestaat precies &&n morphisme van schema's

Proj(¢}: G(¢) — Proj(R)

zodat voor elk homogeen element r&R,_ de "beperking"

van Proj(¢) tot Qé¢r) samenvalt met het morphisme van

affiene schema's

SpeC(S(¢r)) = D, (¢r) g;;;TE?Z?T* D (r) = SpeC(R(r))

Bewijs: Dat de morphismen van affiene schema's Spec(¢(r)) een morphisme

van schema's
Proj(¢): G(¢) —> Proj(R)

bepalen volgt direkt uit de commutativiteit van de diagrammen

Rz

S s
(¢r) ¢(r)

kan. kan.

S,  y——— R
(ort)  9rg)  (rt)

(Merk op dat we hier een morphisme ven schema's asngeven met Proj(¢) en
niet met een paar (f,F). Zolahg er geen verwarring ontstaat zullen we

dit ook in het vervolg wel doen).

Propositie 5.32: Als A en B twee ringen zijn met een ring-morphisme

Y: B— A, en als R een gegradeerde B-algebra is, ge=

geven door

ey
R= ) R
) nell -
£ B=—> R
. A
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en als S:= R@BA, dan is S op natuurlijke manier een
gegradeerde A-algebra en er geldt:

Proj(8) = Proj(R) I Spec(A)

Spec(B)
Béwijs: Y induceert een morphisme van affiene schema's

(g,G): Spec A —> Spec B.
S is een gegradeerde A-algebra met gradering, resp. algebra-struktuur

S = E&RnSBA; A— g
n at-—> 18sa

Voorts hebben .we het kanonieke morphisme van gegradeerde ringen
¢: R —+ 5 = RGA
r ———m 181

Beschouw het diagram

G(¢)

(1,T) (Tol1)  eevveeeossnosossanonsos(i)

Spec(A)-*ggggrﬁj» Spec(B)

(Hierbij is (m,NI) het struktuur-morphisme van Proj(R) over Spec(B)

(Cf. prop. 5.25) en ontstaat (1,T) door het struktuur-morphisme van
Proj(8) over Spec(A) te "beperken" tot G(¢). (Cf. Opm. (5.30)).

Om te laten zien dat het diasgram (i) commuteert is het voldoende om voor

elk homogeen element re&R  de commutativiteit aan te tonen van de door

(i) geinduceerde diagrammen

D+(<i>r) — DJI)

Spec(A) ————— Spec(B)
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en, omdat dit diagrammen zijn van affiene schema's, kunnen wij volstaan

met de commutativiteit van de diegrammen

¢. i
(r)
Stor) T B(x)
"(¢r) (r)
A «-——l—-—-— B

(waarbi]
(). D0B) = E() Xy, 9%

te controleren, en dat is gemakkelijk.
Nu wordt S, voortgebracht als A-moduul door R . Hieruit kan men op ana-

loge manier als in het bewijs van opm. (5.30) afleiden dat
G(¢) = Proj(s)
zodat diagrem (i) wordt:

proj(s) £X24(), pros(R)

(t,T) (1) covesosssscoscsososcas(il)

Spec(A) Spec \1)) Spec(B)
Overdek Proj(R) met (D+(r))r homogeen'’

r£3R+

Dan is (ii) een gevezeld produkt als elk der diagrammen

D, (¢r) ——— D_(r)

| |

Spec(A) ———— Spec(B)

een gevezeld produkt is. Dit is het geval als
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Stor) = B(r)%8h .

en dit volgt gemakkelijk uit S = R@BA.

Opmerking 5.33: Zij S een gegradeerde ring. We zeggen dat 8, wordt voort-

gebracht door S1 als elk element seS, te schrijven is als eindige som

van termen van de vorm

Sot,] .00 tn

met s, €8, en t,,...,t €8, (n mag per term verschillen). Uiteraard is-

S, voortgebracht door Sy dan en slechts dan, als S als S -algebra wordt

0
voortgebracht door

Sq L Sy -

We zeggen dat §+ wordt voortgebracht door eindig veel elementen van 81

als S+ wordt voortgebracht door S1, terwijl bovendien S1 een eindig

voortgebracht S _ -moduul is.

0

Opmerking 5.34: Als S een gegradeerde A-algebra is, zodat S+ wordt

voortgebracht door S1,

dan is

Proj(s) = \U D, (s) .

+
seS1

Is bovendien S, = 8 £, + «4s + S tn met t1,...,tneS

1 01 0 1?

den is

n
Proj(s) = \J D+(ti) .
i=1

Bewijs: Ga na.

Opmerking 5.35: Als S een gegradeerde A~algebra is, en delN, dan is er

een isomorphisme van Spec(A)-schema's

Proj(s) = Proj(s'®)
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Bewijs: Allereerst bewijzen we dat geldt:

Proj(S(d))= O D+(Sd) cesosssccesencasell)
se.S+

s homogeen

(Merk op dat als ses,, sde(s(d))k). Kies xP_eProj(S(d)) en definieer:
- d (a)
p, = xe8 | x epn(s )m} (m > 1),

Voor elke m > 1 hebben we dan een additieve groep B, gevonden. Ga na
dat deze groepen voldoen aan de voorwaarden (ii) van lemms (5.19), zodat
zij op éénduidige wijze een priemideaal g van S bepalen, homogeen en zo

dat S +<f: g, met de eigenschap
m>1== gn Sm =R,

In het bijzonder geldt:
(a) (a)
) ).

= pN(S 0

m> 1==gNs , = an(s

Stel nu g €D +(s) voor een of ander homogeen element s&€S +° Dan volgt dat

scfl_q_, dus, als s€ Sk,

(d))

sdégnsm{=gn(s . (k > 1)

Met andere woorden:
a
peDd +( s)

waarmee (i) geverifieerd is.
Merk vervolgens op dat we voor elk homogeen element van S + een ring-
morphisme ‘

P
. . (ld)
%) S(s) (s )(sd)

< .C...l...l.l....lll'.(.-)
RICRD e

[

x
s‘b (Sd)‘t
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hebben, en dat, als ook r een homogeen element uit S+ is, het diagram

S
(rs) 6(

commuteert. Derhalve bepalen de door (ii) gelnduceerde isomorphismen

van affiene schema's

D (sd) = Spec(S(d)

+ )(sd)'£L+ Spec S(S) =D (s)

+
een kanoniek isomorphisme van schema's

Proj(S(d))—£L+ Proj(s) .

Ga zelf na dat dit een isomorphisme van Spec(A)-schema's is. ¢

Opmerking 5.36: Zij S een gegradeerde ring. Definieer als volgt een

nieuwe gegradeerde ring:

Sé:= Z "slordige notatie" ; S'n:= s, alsn>0

St

M

dan is er een kanoniek isomorphisme

)

Proj(S) = Proj(s')

Bewijs: Beschouw xifsProj(S'). Definieer voor elke m > O

Em:= ‘Ensl;l = B(\Sm

%) met Sé:= Z bedoelen we het kanonieke beeld van Z in SO'

.
E

@
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Dan is {Em | m > 0 }een familie additieve groepen die voldoet aan de
voorwaarden (ii) van lemma (5.19), zodat bij p een &&nduidig bepaald

priemideaal gqCS bestaat met
= T = 1

m> 0 == _g.f\Sm _clﬂSm p_ﬂSm
zodat geldt:

Proj(s') = U/ D, (s)

es,
SER,
s homogeen
en omdat voor elk homogeen element sGaS+ geldt:
S = S!
(8) (s)

is Proj(s') = Proj(s).

Gevolg 5.37: Zij S een gegradeerde A-algebrs. Definieer als volgt een

nieuve gegradeerde A-algebra Sp :

(8!).:= A "slordige notatie"; (SA)n:= 8 als n> 0;

| - t =
syi= L (83), als A-moduul.

Den is er een kanoniek morphisme van Spec(A)-schema's

=)

Proj(s) = Proj(SA)
Bewijs: Dat er een kanoniek isomorphisme van schema's bestaat is triviaal.
Het enige dat nog moet worden gecontroleerd is dat dit isomorphisme com-

patibel is met de Spec(A)-struktuur. Dit volgt echter onmiddellijk uit

de commutativiteit der diagrammen

S(g)y T ¢
.,

Cf. Opm. bij (5.36)

SA)(S)

%)
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Definitie 5.38: Een morphisme van gegradeerde ringen

¢$: R —> S

heet TN-surjectief als er een nOEBN bestaat zodat voor

geldt:

elke n z_no

q>n:= EHRH: Rn——-* Sn]
is surjectief.

Propositie 5.39: Als ¢: R — S een TN-surjectief morphisme van gegra-

deerde ringen is, dan geldt:

(i) G(¢) = Proj(s)

(i1) Proj(¢) is een gesloten immersie.

o K3 e . . . . o .
Bewljs: Kies d€N zodat ¢n surjectief is voor n > d. Definieer

(R')gi=2 5 (R') := (R(d))n als 0> 0
(d))

n n

(s')

Z ; (8')

i
w0

o als n > 0
Dan zijn

R':= ] (R') en 8':=] (8')

op natuurlijke wijze weer twee gegradeerde ringen, terwijl volgens

opm. (5.36) en opm. (5.35) er kanonieke morphismen
Proj(R') = Proj(R) ; Proj(S') = Proj(s)

bestaan. Bovendien induceert ¢: R —> S op kanonieke manier een morphisme

¢': R'—— S' van gegradeerde ringen, gegeven door:

¢h: (R')g =2 =517 = (8'),
': (R') =R —ffli—»s = (8') (n > 0)
¢n' n  “nd nd n n
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Het is duidelijk dat ¢' surjectief is. Dus brengt ¢'(R.;_) S_;_ voort,
zodat G(¢') = Proj(s') (cf. (5.30)).

Kies nu een homogeen element r €R_ (n > 0). Dan commuteert het diagram

(R(d)) G s (S(d))(¢rd)
s s Sy vessssescosssssasall)
8

als we definiéren:

i~

-
B: x | bx o L fe> oy
P ()" D ()%
4 ) <
t(d-1) t(da-1)
5 X HEC.?___.___ . % z(¢r)
S (zH)* " (4r)%

Uit de commutativiteit van (i) volgt dat voor elke homogene re R + de
door het diagram

Proj(s') = G(q)')—m-w Proj(R')
1 |
Proj(S) D G(¢) W Proj(R)

geIinduceerde diagrammen

l.l.‘..n.'!l&i‘(ii)

D (¢'r") —— D_(r")

i b

D, (¢r) —— D (r)

(waarbij r' = rd) commuteren, zodat (ii) zelf een commutatief diagram
&

is. Omdat in dit diagram het isomorphisme

Proj(s') -2~ Proj(s)
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G(¢') op G(¢) afbeeldt, volgt dat G(¢) = Proj(S). Diagram (ii) laat

zich dan schrijven alsg

Proj(s") Proj(R'")

Proj(¢')
§ Sl

Proj(s) Froi(5) Proj(R)

zodat Proj(¢) een gesloten immersie is, dan en slechts dan als Proj(¢')
een gesloten immersie is. Met andere woorden: Om te bewijzen dat
Proj(¢) een gesloten immersie is, mogen we asannemen dat ¢ surjectief
is.

We hebben commutatieve diagrammen

Proj(s) 1ol (%) Proj(R)

[ [

Spec(S(¢r)) = D+(¢r) Spec(¢(r))' D+(r) = Spec(R(r))

als r een homogeen element is van R+, en:

eyt Reey 7 Sor)

Als we dus kunnen bewijzen dat Spec(¢(r)) een gesloten immersie is voor
elke homogene r€R_ zijn we klaar. Dus is het voldoende om te bewijzen
dat ¢(r) surjectief is, maar dit volgt uit de veronderstelde surjecti-

viteit van ¢.

Afsprask 5.40: Als we spreken over een diagram (bijv. een exakte rij)

van gegradeerde S-modulen, dan is altijd vddrondersteld
dat de optredende morphismen morphismen van gegra.deerde}_L

S~modulen zijn, tenzij ter plaatse anders is vermeld.
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Zij nu S een gegradeerde ring, en zij M een gegradeerd S-moduul. We

hebben gedefinieerd veor elke neZ een gegradeerd S-moduul M(n). In

het bijzonder hebben we gegradeerde S-modulen S(n).

Definitie 5.h41:

Definitie 5.L42:

Definitie 5.43:

Opmerking 5.44:

Een gegradeerd S-moduul M heet vrij als gegradeerd

S-moduul als er een verzameling
{n, | n.€2, ie1}
1 1
bestaat en een isomorphisme van gegradeerde S-modulen

M= Y s8(n.) .
iel 1

M heet een gegradeerd S-moduul van eindig type als er

een exskt rijtje van gegradeerde S-modulen
k -
.21 S(n;) — M—> 0
l:

bestaat. (n1 seee s € Z).

M heet een gegradeerd S-moduul met eindige presentatie

als er een exekt rijtje van gegradeerde S-modulen

k 1
Yy 8(n,)—> ) S(m,)— M—>0
S 1 o J

i=1 J=1

bestaat (n1,...,nk, My m & Z).

1

Als S een gegradeerde ring is, en n,m€Z dan bestaat

er een kanoniek isomorphisme van gegradeerde S-modulen

S(m) 8 S(n) = 8(mtn) .

Bewijs: Merk op dat (slordig genoteerd!)

(s(m) @ s(n)) := ] (8(m)), ® (s(n))j
i+j=k
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en definieer:

.
i+§=k (s<m))i®(s(n))j = (S(w)),
: L ox 8y, ] xy,
o o
zZ®1 eed 17,

Ga na dat zo het gevraagde isomorphisme wordt verkregen.

Lemma 5.L45: Zij S een gegradeerde ring en (X,G?X) = Proj(S). Dan bestaat

er voor elk tweetal gegradeerde S-modulen M en N een kanoniek

functorieel (in M en N) morphisme van gak-modulen

A: Pe o ¥ — Mo.N
)
) (?X S

Bevijs: Kies s€8; (@ > 0). Dan geldt:

Mo o NID (s) = M|D (8)e i 1 0
é?k D, (s 2, G?X[D+(s)

= M(s)®S N(s) .

(s)

(Dit laatste gelijkteken geldt, omdat we werken met S(s)—modulen (zonder
gradering!)).

Voorts is
—~ N
MOSN[D, (s) = (MBN) _y .

Definieer nu:
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Dit is een S <S)-moduul—morphisme, terwijl bovendien voor elk tweede

homogeen element te S_ het diagram

M(s)®s(s)ﬂ(s) ———-72;-=+ (M@SN)(S)

kan., kan.

r (MBGN)

M ®
(st) S xst

_
(st) (58)

commuteert. Derhalve induceren de morphismen

N

Az M(s)®s S)N(s)-——+ (M@SN)(S)

S

(

het gevraagde morphisme

®
@y 5

>
=
©
=
=
=

Ga zelf de functorialitelt van A in M en N na.

Propositie 5.46: Zij S een gegradeerde ring, zodat S 4 ¥ordt voortgebracht

door 8,. Zij voorts (X’®X) = Proj(S). Dan is er een

kanoniek functorieel (in M en N) isomorphisme

~ 8, Va0
Al M®‘9 N o MR N
X S

voor elk tweetal gegradeerde S-modulen,

Bewijs: A wordt bepaald door de morphismen

(s)
als s een homogeen element uit S, is (Cf. lemma 5.45). Omdat 8, door 8,
wordt voortgebracht, geldt:

Proj(s) = \U D+(S)

SGS1
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zodat we klaar zijn als we bewijzen dat AS een isomorphisme is voor

elke sE;S1.

Beschouw nu
<
z m.9n,
N
1

sk 63(M®SN)(S)

dan geldt voor elke i: grasd (mi) + graad (ni) = k. Zeg: graad (mi) = us.

Definleer:
Al: (MB N — M 3] N
st (850 () ()% ,\"(s)
y.
z mi®ni z mi n:.L
: ' » -8 :
o¥ I Ml gFMi

Dat A; goed gedefinieerd is ziet men als volgt in:

(M@SN)S > MS®S NS

s
zodat uit
Z mi®ni
—x -
s
direkt volgt:
Z m. n,
— 8 — = 0
gHi sk_“l

Ock is gemakkelijk in te zien dat Aé de inverse is van AS, zodat AS een

isomorphisme is.

Definitie 5.47: Als S een gegradeerde ring is, en M en N zijn twee ge-

gradeerde S-modulen, dan heet een S-moduul-morphisme

¢: M — N
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van grasd n als voor elke k€Z geldt:

¢(Mk>C:Nk+n *

Noteer de verzameling van deze morphismen met

HomS(M,N)n .

Definitie 5.48: Met de notaties uit de vorige definitie:

Homg (M,N):= ] Homg(M,N) € M (M,N) .
né€z

Opmerking 5.49: HomS(M,N) is een gegradeerd S-meduul (De vermenigvul-

diging wordt gegeven door:
(sen)(m):= s.u(m)

(sgsS, u eHomS(M,N) , mEM)).

Opmerking 5.50: Als M een gegradeerd S-moduul is, voortgebracht door

eindig veel homogene elementen, dan is

Homg (M,N) = ﬂS(M,N) .

Bewijs: Zij]

M= Sm1 + oo + Smt
Zij graad(mi) = ;. Kies

oe 'ms (M,N) .

Dan is ¢ bepsald door 2 SPPERIN A Kies ie@Z en noteer:

¢i(mk):= het homogene deel van graad i+u  van ¢(mk)
(k=1,coo,t) Y

Dan geldt:

o(m) = ] ¢;(m) (K= 1,000,t)
1
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en is de graad van ¢i(mk) i+uk, zodat

€
¢l Hom,

NURON

en dus:

¢€EHomS(M,N) .

Opmerking 5.51: Zij A een ring, en zijn M en N twee A-modulen. Noteer:

(X,EYX) = Spec A. We hebben dan een isomorphisme

Homg, (if,iF) ~ M, (u,m)
X

n o~
dat als volgt wordt verkregen: Als &: M —> N een C?X—moduul-mprphisme

is, dan is ©(X): M — N een A-moduul-morphisme, en het is met behulp

van opm. IV in het bewijs van Stell. (L4.33) eenvoudig na te gaan dat
~
o(X) = o .

Als a€A, dan hebben we bovendien een commutatief diagram

Home,x(ﬁ,ﬁ) —=— M, (u,x)

restr. kan.

Homgy |p(e) (p(a) ,{|p(a)) == m, (,.m,)

(Ga na). We passen dit toe op de volgende situatie: Zij nu S een ge-
gradeerde ring, en laten M en N gegradeerde S-modulen zijn, terwijl
we nu noteren: (X,C?X) = Proj(S). Laten verder s en t twee homogene

elementen van S+ zijn. Volgens het voorgaande hebben we dan een com-

mutatief diagram

Home,XID+(S)(M]D+(s),NID+(s)) — _m_s(s)(M(s),N(s))

restr. kan.

Hﬁ®x|D+(st)(MlD+(St)’NID+(St)) 8 i”'(S(s))t. (M) g s (egy)ys

)
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(Hierbij is, als s‘ess s teSt , t' gedefinieerd door
0 0

S
t':=l—o-es ..
to (s)
8

Lemma 5.52: Zij S een gegradeerde ring met (X,G’X) = Proj(S). Dan be-

staat er voor elk tweetal gegradeerde S-modulen M en N een

kanoniek functorieel (in M en N) G'v—moduul-—morphisme
fomg (M.1) (,7)
u: Ho M.N)— Hom M,N
y

Bew: Zij s€S_ en t€s
— s0 to

(SO’tO > 0). Dan hebben we:
T~
HomS(M,l\T)(D+(s)) = HomS(M,N)(S)

en ook:

fong, (.1)(2,()) = Homgy |, () (filp, (s.Ip, (5)) -

=M., N, )
——S(s) (s)°"(s)

Volgens opm. (551) is het lemma bewezen, indien we een morphisme

M HomS(M,N)(S) e mS(S)(M(s)’N(s))

kunnen vinden, zodat het diagram

H

s .
Homg (M,N) () 'ﬂs(s)(M(s),N(s))
kan. . kan.
(HomS(M’N)(S))t'-(—-)_——}ﬂ(S ) ((M( ))t"(N( )) ,)
Helg (s)'gr '8 5}t
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commuteert. (Weer is

Welnu, met de definitie

R
ng HomS(M,N)(S)—>_I_I_i_~S( (M(S),N(S))

5 — 5 EﬁgL]

s S

.

is dit het geval, zoals gemakkelijk valt te controleren.

Opm: Men dient ook te controleren dat (us)t, en M, (analoog gedefini-

eerd als us) overéénkomen modulo de identificaties

Seeyler =8(st) = Mg)lgr = Mgyy 5 Mgyl =Ny -

Ga dit na.

wordt

Propositie 5.53: Als S een gegradeerde ring is, zodat S, door S

1
voortgebracht, en als M een gegradeerd S-moduul is met

eindige presentatie, en N is een gegradeerd S-moduul,

dan is er een kanoniek functorieel (in N) isomorphisme

van Szx-modulen

— v
u: Homs(M,N)-———* _I;Io_m® (M,N) .

Bewijs: In verband met het vorige lemma is het voldoende om de bijecti-

vitiet van de morphismen

ug HomS(M’N)(s)';_a'ZES(S)(M(s)’N(S))

te controleren. Omdat S+ door S1 wordt voortgebracht, kunnen we ons

daarbi] beperken tot het geval se S1.
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We hebben voor elke neZ de volgende isomorphismen:
(i) - n: N(—n)'—‘i—+'HomS(S(n),N)
T [s;— 5% ]

en, omdat (i) een morphisme van gegradeerde S-modulen is, een geIndu-

)

ceerd isomorphisme van S(S)—modulen (se 8,

~

(ii) ng: N(—n)(s) -4L—+'Homs(s(n),N)(s)
P
X a
x X
s s

: st . :
(met « S, 5% als 5,© S(n)l) Ook hebben we

(iii) n!: "N(S)-—*‘—é’m CIC.

)
——S(s) )

S

X Sy 51
'S—E L _S_:f Sl

.

(i) en (ii) geven nu, samengesteld met M

u

N(“n)(s) = HomS(S(n),N)(s)——S—* _m_s(s)(s(n)<s):l\](s)) = N(S)
X X
i ' . Jk-n

Dit morphisme is bijectief, zodat Mg bijectief is.
Beschouw nu een exakte ri]j

k 1
7 s(n,) — )} s(m.)——> M—0 .
i=1 * =1 9

Omdat voor elke n. (en analoog voor elke mj)

HomS(S(ni),N)(S) - ﬁs(s)(s(ni)(s),m(s))
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volgt (wegens de functorialiteit van H, en het feit dat de functor

M—M
(s)
compatibel is met het nemen van sommen) dat

Hg' HomS(M’N)(s)___* @S(S)(M(s) ’N(s))

ook een isomorphisme is, wat te bewijzen was.

Definitie 5.54: Zij S een gegradeerde ring en zij (X,@'X) = Proj(s).

Dan noteren we voor elke ne¥?:

~S
G’X(n):= S(n) .
Definitie 5.55: Zij S een gegradeerde ring, (X,@’X) = Proj(8) en zij

M een G’X.-moduul. Noteer voor elke n&EZ:

Mn):= M®'0,X(9’X(n) .

Lemma, 5.56: Als S een gegradeerde ring is, en M is een gegradeerd

S-moduul, dan is

M8.S(n) = M(n)

(als gegradeerde S—modulen).

Bewijs: Ga na.

Opmerking 5.57: Als S een gegradeerde ring is, zodat S, wordt voortge-

bracht door S,, en als (X,G‘X) = Proj(8), terwijl M

een gegradeerd S-moduul is, dan is er een kanoniek

functorieel (in M) isomorphisme van gegradeerde ringen

~ ~S
M(n) = M(n)

voor elke ne&€¥.
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Bewijs: Met behulp van prop. (5.46) hebben we:

~7 P ~

M(n): M@G, & (n) = ﬁ@e. S(n) % M8 S(n) = M(n)
X

(Cf. lemma 5.56).

Opmerking 5.58: Als S een gegradeerde ring is, zodat S+ door S1 wordt

voortgebracht, en (X,C9%) = Proj(8), dan is voor elke
nez

ka(n)

een inverteerbasar f?&—moduul.

Bewijs: X wordt overdekt door de open deelverzamelingen D+(s) met s€S

Kies 55281. Dan is er een isomorphisme van S(s)—modulen

r

Sy = (B

1 n
Tl——-———-—-)-?—

Derhalve geldt:

O (n)[p,(s) = &) |p,(s) = Sa) y = &) = @I, (s)
waaruit de opmerking volgt.

Opmerking 5.59: Zij S een gegradeerde ring, zodat S+ door S1 wordt
voortgebracht. Zij (X,C?X) = Proj(S). Dan geldt voor

elke n€Z:

Oy (n) = (O (1™

Bewijs: Kies eerst n = -1. We hebben dan:

S 0 gm0, - g_qm,x(s/ﬁ) 8)

1
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Nu heeft uiteraard 5(1) als gegradeerd S-moduul een eindige presentatie,

zodat volgens prop. (5.53)

/‘“\,@,,/

[ .Y
Eﬁﬂex(s(”’s) = Hom (8(1),5)
Pt 4

Omdat G?X(—1) = 8(-1) moeten we dus bewijzen:

S(~1) HomS (1),8)

Het is direkt duidelijk dat dit isomorphisme van gegradeerde S-modulen

wordt gegeven door

8(-1) —— Homg(5(1),8)

X > [y = xy]
zodat voor n = -1 de opmerking bewezen is. Vervolgens zij n > 1. Dan
hebben we:
A~ T~ NS NS n v on
C4(n) = 8(n) = S(n-1)88(1) = S(n-1)88(1) = ... = & §(1) = Qx(n

Als n = 0, dan is de opmerking per definitie waar, en als n > 1, dan
geldt:

S5 = €. ..e8(T) = @

O, (=) (2 o

waarmee de opmerking bewezen is voor elke n€Z.

Gevolg 5.60: Als S een gegradeerde ring is, gg_(X,G%X) = Proj(8), dan

geldt voor elke n,meZ:

& ()8 &, (m =€ - (n+m)

als S+ door 81 wordt voortgebracht.
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Bewijs: Ga na. (Cf. opm. (4.108)).

Opmerking 5.61: In def. (L4.109) was gedefinieerd: Als M een inverteer-

baar G/X-moduul is (waarbij (X,G’X) een geringde ruimte is) dan is

r (M= § MPw .
ne&Zz

Verder hadden we voor een willekeurig @’.X—moduul n.

r(m, M= ] NeM™(x) .
neZ
Bovendien is volgens opm. (4.112) I‘*("m,’n/) op natuurlijke manier een
gegradeerd T, _(M)-moduul.
In ons geval voeren we een wat slordige notatie in:
7ij S een gegradeerde ring en zi] (X,(?’X):Pro,j(s). Neem aan dat S, door
8. wordt voortgebracht. Dan is volgens opm. (5.58) @'X(U een inverteer-

1
baar @’X—moduul en we noteren voor elk @’X—moduul 7 xortheidshalve:

Notatie: r( n):= I‘*_(eg(( 1,N)
Er geldt dan:

r(m) = ] MeOUNT® = ] NeO(n)®) = ] MUn)(x)
nez ne?Z nex

(cf. def. (5.55)).

Lemma 5.62: Zij S een gegradeerde ring, zodat S + door S 1 wordt voort-

gebracht. Zij M een gegradeerd S-moduul. Dan bestaat er een

kanoniek morphisme van gegradeerde abelse groepen

~
0 M — T (M) .
b

Bewijs: Noteer: (X,@'K) = Proj(S). Kies twee homogene elementen s,tes, .

We hebben dan een morphisme van abelse groepen
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oco(s): MO e M(s) = ﬁ(D+(S))

terwijl de diagrammen

Mgy = ﬁ(D+(s))

e

o kan. restr.

oco(st) M(St) = ﬁ(D+(st))

commuteren. De verzameling {oco(s) | s homogeen, SQS+} definieert dus
een morphisme van abelse groepen

— N(X)
aO.MO M(X) .

Kies nu n@Z. Dan is - als abelse groep - M = (M(n))o, en hebben we,
op dezelfde manier zoals we ¢ verkregen hebben,

o := (U= (M(n)), — (@) (X) = f(n)(x)] .

n 0

Derhalve induceert de verzameling {un!nez} een morphisme van gegra-

deerde abelse groepen

Va4 o~
a: M — ] M(n)(X) = T _(M) .
nez

Opmerking 5.63: Zij S een gegradeerde ring, zodat S

1 ] + voortbrengt.

Dan is het in lemme (5.62) gedefinieerde kanonieke mor-

phisme

o0: 8§ — F‘X‘(@’X)

een morphisme van gegradeerde ringen.

Bewijs: o is een morphisme van abelse groepen dat de gradering respecteert,

dus moeten we alleen nog nagaan of o ook multiplicatief is. Beschouw
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hiertoe de gegradeerde ring

r*(G’X); ) Oy (a) () = ) S/(Vﬁ)(x).

ne? ne?

~ ~~ —
Als Tne S{n)(X) en TmeS(m)(X), dan wordt TnTméS(n+m)(X) gegeven door:
St (es (e () X2 Sed () (x) = S(arm) (x)

T 8T # > T T
n m nmn

s

(cf. opm. (4.110), opm. (5.44), propositie (5.46)). Als seS,, dan wordt dit

morphisme lokaal gegeven door:

1’

45 (0, (s))85(m) (0, (5)) Slwrm) (0, (s))
S(n)(s)®S S(m)(sl)'—""’—'—* S(n+m)(s)
(s) :
gt b1
k ® 1 k+1
S S 5

-’

Kies nu tne Sn en thSm. Dan geldt, wegens de definitie voor o:

t %
a(t )|D,(s) = —Iies(n)(s) ; a(tm)ID+(s) =—1-“—‘e:s(m)(s) .

Dus geldt ook:

t
nm
1

a(t ).a(t )|D (s) = = a(t t )[D(s)

zodat, omdat dit voor elke 3681 geldt,
a(t Jalt ) = alt t )

waarmee de opmerking bewezen is.
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Terminologie 5.64: Zij (X,G’X) een preschema en zij M een @’X—moduul.

Zij u een globale snede van M. Definieer voor elk
punt x&EX:

u(x):= M (mod n . M(x))

als u_het door M geinduceerde element van M(x) is,

en m het maximale ideasl van de lokale ring @’X(x) .

Opmerking 5.65: Zij S een gegradeerde ring zodat S 1 S, Yoortbrengt.

Zij (X,(YX) = Proj(S), en zij verder sesn (n > 0).
Als
f\') )
. imm—
o : Sn 8(n) (X

het in lemma (5.62) gedefinieerde natuurlijke morphisme

van abelse groepen is, dan is

D, (s) = {xexlocn(s)('x') # 0} .

Bewijs: Wegens

= .U D (t)
t65, *

kunnen we volstaan met voor elke tQS1 te bewijzen:

D+(St) = {st+(t)|ocn(s)(x) # 0}

of, aequivalent hiermee (als s' = —S-;l-)
t

Spec(s(t))s, = {xeD,(t)|o_(s)(x) # 0)

of, als we noteren: x=xp_ voor elke xeD+(t), waarbij p het priemideaal
is dat met x correspondeert in de ring S g)? 8 als we bovendien rekening

houden met de definitie van an(s)|D+(t):

{xR]s"e{z;g}= ¢2(s(t)) (S(n)(t)) }

(i

{x -1
_p_ 1
1

en dit is direkt te verifiéren.
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Opmerking 5.66: Zij S een gegradeerde ring zodat S, S + voortbrengt,

1
zij (X,@’X) = Proj(8) en zij M een @’X—moduul. Dan is

P_X_(’m/) op natuurlijke manier een gegradeerd S-moduul.

Bewijs: P*(G’X) is een gegradeerde ring en F*(m) is op natuurlijke
menier een gegradeerd T _( @'X)-moduul. (Ga na). Oock hebben we volgens
opm. (5.63) een morphisme van gegradeerde ringen

a: S ——> 1"*(6’

)

zodat we op I“x_( M) eendoor o geInduceerde gegradeerde S-moduul-struktuur

hebben.

Lemms 5.67: Zij S een gegradeerde ring. zodat S+ door 81 wordt voort-

gebracht. Noteer: (X,@'_X) = Proj(S). Dan bestaat er voor

elk _@'_X—moduul M een kanoniek morphisme van (¥,-modulen

%
B: F*(m)——* m

dat functorifel is in M

Bewijs: Zi] seSd, d > 0. Kies een element

2 Yl
L erdo, ) = MM, .

Dan hebben we:

zer (M) . = Maa)(x) = Eﬂ%s/(\rﬁ)](x)

en ook:

1 _ P "
E&S(—nd)(s) = §(-nd) (D, (s)) .

Definieer nu een morphisme van S(s)—modulen

B: r*(’ﬂl)(s) —— m(D+(s))
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als volgt:

’f P kan. L g
MAnd) (D, (s))88(-nd) (D, (s)) == [M(na)es(-nd)] (D, (s)) =MD, (s))

per def,

(ZID+(S)) ®-i5- f Bs(iﬁ)

s

We tonen aan, dat als teSe, e > 0, het diagram.

LM Ly g M, (s))

S

kan. reStr. | et et eenneeens (1)

r.(m)

Mo (st))
(st) Bst +15

commuteert. Merk hiertoe allereerst op dat het diagram

MUna) (D,(s)) @ S(-nd) (1, (8)) ——— MUD,(s))
restr. © restr. ‘ restr. ceeeno(ii)

' P Y4
M(na) (D, (st)) & S(-nd)(D, (st)) —— ’m(D+(st))

commuteert, zodat
Z
B, (=) | D, (st)
s
het beeld is van het element
£

z|D+(st) 8 e ASCRAAALAELEES (iii

als we daarop het morphisme toepassen, gegeven door de onderste hori-
zontale pijl van diagram (ii).
Voorts commuteert wegens de associativiteit van het tensorprodukt het

diagram
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, ~~ T
M(nd)(D, (st))85(ne)(D, (st))8S(-n(a+e)) (D (st))
MUn{a+e)) (D, (st))es(~n(a+e) ) (D, (st)) Mnd) (D, (st))88(-nd) (D, (st))
7n(D+(st))
zodat, met behulp van (iii) geldt:

(22 = g (Z) | D (st)
8 n +

B
st (St)n s

waarmee de commutativiteit van (i) bewezen is. We hebben dus een door

het stel {lesesd, d > 0} geinduceerd morphisme van @’X-modulen:
S
B: T (M) — M
Ga zelf na dat dit morphisme functorieel is in L.

Lemma 5.68: Zij S een gegradeerde ring zodat S, door S1 wordt voort-

gebracht. Dan is, als M een gegradeerd S-moduul igg de

samenstelling

~ 7 ~
M—s—> T (M) —— M
a > B8

de identiteit gg_ﬁ.

Bewijs: We kunnen dit lokaal nagasan. Kies hiertoe s&S_, 4 > 0. Beschouw

d’

e o e
"(s) <M (5) T8 Ms)

*(s)

waarbi]j a(s) gedefinieerd is met
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Als %é‘ M(s‘)’ dan is meMﬁd en wordt o(m) gekarskteriseerd door
S

o(m) D, (s):= T @fi(na) (D, (s))

Nu wordt
g_(Mmly
s' n
s
gedefinieerd door.

r
fftna) (0, ()85 (50) (0, (5)) 22t §{(p ()

(a(m)[D,(s)) @ 1—5

0]
e
w
—~
Q
wn L~
=
s
~

v

Identificeren we

H(na) (0, (s)) = u(na) ) 5 S()(0,(s)) = 8(-na) 5

ﬁ(D+(s)) M(s)

dan geeft (i):
M(nd)(s) 8 S(-nd)(s) _— M(S)

] "R

8‘1—! >
n
S

-l

m_
n
s

(Ga na!), zodat het lemma bewezen is.

Propositie 5.69: Als S een gegradeerde ring is, zodat S, ¥ordt voort-

gebracht door eindig veel elementen uit S1 » en als

(X,@’X) = Proj(S), dan is voor elk guasi-coherent

Q X—moduul 7V het kanonieke morphisme
N
B: T (M) — n

een isomorphisme.
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Voordat we deze propositie bewijzen, eerst enkele opmerkingen:

meei‘king 5.70: Als (X’G’X)- = Spec A en M is een A-moduul, dan geldt
voor elke globale snede

pei(x)

dat, als u|D(a) = 0 (a@A), er een n€N bestaat zodat

Bewijs: triviaal.

Opmerking 5.71: Zij (X,@’X) = Spec A en zij V een open kompakte deel-

verzameling van X. Zij verder M een quasi-coherent
O, lv-moduul. Als a€A zodst D(2)CV, dan bestaat er
voor elke neM D(a)) een n€N, zodat de snede

(a"|D(a)).ueMUD(a))

kan worden voortgezet tot een snede van M over V.

. ~
Bewijs: Zij eerst V = Spec A. Dan is '7”/ = M voor een zeker A-moduul M,
en MD(a)) = M_. Zi] voorts

= L=
w==eM Mp(a)) .
a
. o
Dan is m een globale snede van M en er geldt:
n

m|D(a) = 5~ . &= (a7[D(a)) v »
8,

zodat in dit geval de opmerking bewezen is. Zij nu V # X. Dan zijn er

elementen

Gysee .',ateA E
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zodat

vV =0(a,)V...UD(a,)
1 t

Dan is wegens D(a)CV ook

D(a) = D(aa1)LJ...lJD(aat)
Voor elke i&@{1,...,t} is bij uID(aai) een n. te vinden zodat

By

(a *[D(ag;)). (u|D(aa, ) ) EM(D(aa,))

is voort te zetten tot een snede in 4"{D(ai)). Kies nu:

n:= max {n.}
i
Dan is elke
(a%|D(aa;)). (u[D(as;))E M (D(as,))

voort te zetten tot een snede

n.eMin(a.)
i i
Definieer nu:
. .= u.|Dla.a.) = u.[D(a.a.) .
by u, |D( s J) qu (ay J)
Dan is
zodat er een noelN te vinden is met
%o
a |D(a.a.)).(u. . = u. .) =0 .
(a ~|D( 18 (”1,3 My

(Cf. opm. (5.70)). Derhalve geldt voor elke i en elke j

n n

0 - 0
a uifD(aiaj) = g ule(aiaj) 0
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zodat er een snede uoe’m,(V) bestaat met

%o
pOID(ai) =a W .

Dan geldt voor elke i ook:

. n+no
uO]D(aai) = a u[D(aai)

zodat

n+n
0

uolp(a) = (& “[p(a)).n

(schoof-eigenschap), zodat de opmerking bewezen is.

N.B.: Als M en M twee @X—modulen zijn, dan zullen we vaask het beeld

onder het kanonieke morphisme van preschoven
m(u)s Yu) — (Ms ) (v)

van een element p8VE&M(U)8N(U) ook met u®v aangeven (U is een open
deelverzameling van X). Ga steeds ter plaatse na dat deze slordigheid

geoorloofd is.

Opmerking 5.72: Zi] (X,@’X) een preschema en zij M een inverteerbaar

G“X—moduul. Zij u€ MY X) en noteer:

X = {xeXx|u(x) # 0} .

(cf. (5.64)). Zij U een open affiene omgeving van een punt XGXU’ zodat

er een isomorphisme
o: M|y —~— G"X]U

Spec(A) en ook:

bestaat. Noteer U

o
il

2(U) (n|U)E Oy (U) = 4 .
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(i) EBr geldt: UﬂXu = D(a).

Bewijs (i): Kies x = erUﬂXu. (p is een priemidesal van A). Omdat ms

inverteerbaar is en U affien, is
4
Mu = u
voor een zeker A-moduul M, isomorf met A. Zeg:

o(U): M~ A
m == 1
Dan is M = Am. Stel nu a@p. Dan is u|U = a.mep.M, dus
x

= 20
W, = 16}3_.MR

wat zeggen wil: u(x) = 0. (ux is het door u geinduceerde element in de
staak M(x) = ME). Stel nu omgekeerd: u(xR) = 0, Dus:

am
1 eB.ME .

Dan volgt gemakkelijk dat a@p. Hiermee is (i) bewezen. (Merk op dat
hieruit ook volgt dat Xu open is.)

(ii) Er is een isomorphisme van e’XIXu-modulen
laid
y: Mx «~—— O |x .
m| u XI u
Bewijs (ii): Zij U een open deelverzameling van Xu. Definieer:

¥(U): Oy(v)— M(u)

r— r.(u|U) .

Dat ¥ een isomorphisme is, kunnen we lokaal controleren: Kies xexu en
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daarbi]j een open affiene omgeving U van x binnen Xu zodat

e: v G lu.

g

7ij 9X<U) = A; o(U) (n]|U) = a3 M|u =H; M A; o(U)(m) = 1€A.

We hebben dan de samenstelling:

a= O ) 2 ) 2L ¢ ) =

1 > Uk a

Nu is Xan = U, dus is volgens (i) D(a) = U = Spec A, zodat a een
eenheid is., Derhalve is @(U)e¥(U) een isomorphisme, dus evenzo Y(U).
We kunnen dit voor iedere voldoende kleine open omgeving van elk punt

'xeXu doen, zodat ¥ een isomorphisme is.

Opmerking 5.73: Zij (X,Q'X) een kompakt schema en zij M/l een inverteer-

baar, en N een guasi-coherent __@’__X—moduul. Zij voorts

n€ MUX) en noteer:

X = {xex|u(x) # 0} .

s vel (X) met \)]Xu = 0, dan is er een n@Wl zodat

Bewijs: Kies een open affiene overdekking (Ui)i van X zodat we voor elke

i een isomorphisme
¥ A
0.+ MU, O, |U,

hebben. We kunnen aannemen dat deze overdekking eindig is. Voor elke i

hebben we dan een isomorphisme
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ﬂ@m@k(ui) — 'n(Ui)

\)@u@klUil————-* @i(Ui)(u’lUi)k.(lei)

v

en we zijn klaar als we laten zien dat voor elke i er een kielN bestaat
zodat

k,
q)i(Ui)(ulUi) 1~(V|Ui) =0 .

Zij Ui = Spec A. Dan is

a:= 0. (U, ) (u|u)@ @ (u,) = 4

en bovendien:
X Nu. = d(a) .
U i

~
N voor een zeker A-moduul N, zodat

L}

(c£. opm. (5.72)). Ook is ’fl,IUi

i
=

o
n:= v|U,€NU,)
1 et
Nu is

vju.nx =3 =0 (in W_)
1 U 1 a
k.
dus is er een kielN zodat a *n = 0.

Opmerking 5.Thk: Zij (X,@X) een kompakt schema, M een inverteerbaar

en M een guasi-coherent _@‘_X-moduul, terwijl ueM(X)

en

X = {xex|u(x) # 0o} .

Dan bestaat er voor iedere ve& ’I'L(Xu) een n€lN, zodat

de snede

‘ v@ugnlxue ’n@’an(Xu)
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kan worden voortgezet tol een snede

vie NeMB(x) .

Bewijs: Kies een eindige affiene open overdekking (Ui)i van X, zodat we

voor elke 1 een isomorphisme
o.: My, 2 & |u.
1 1 X' 1
hebben, en noteer U, = Spec(Ai). Dan is er een A;-moduul N. zodat

Nlu, = 7.
1 1

terwijl we bovendien kunnen noteren:
a,:= e (U)(u|u, )@ Cy(u,) =4, .
Merk verder op (Opm. 5.72)):
X Nu. = d(a.)
uoi i

Dan is

—_— = \a|xu nUieﬁ'i(D(ai)) = (N.)

en we hebben voor elke i een isomorphisme

e

Rk A
neM (XunUi) — 'VL(XuﬂUi) = (Ni)ai

< -
= a.n.
Bk , 11
(\)lXuﬁUim(u |Xun U )t E,
= ai

Kiesﬁt:= max{ti} en beschouw

t-t,
1

a. n.e N. . .
1 i 1 .
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Dan kunnen we

v3624l®4ﬂ?t(U.)
i i

definieren met:

r~

Er geldt dan:

7

®t w~
(XY (Ui(\Xu)-—->’fl(Ui(\Xu) = (1)

i

t

a0y

1 1L i

a.
1

aln

vou®®lu.nx ¢ r —d

1 M t4
4 al.
i

zodat voor elke i geldt:
et .
1 = .
viIXﬁf)Ui v8u lXuthi .
Nu geldt, als U..:= U.NU,:
ij i 73

, 8t
"X Nu.. = (v|u..NX )8 ..NX ) =X ..
vzl i (] ij u) (u !Ula u) vJ! unUlJ

en, omdat X een schema is, is Uij affien, en dus kompakt. Noteer:
v .= v!U.. - v{U..
1.d 113 Jd 1d
Dan is
v! LU, Nx =0
1,071 Tw

‘zodat volgens opm. (5.73) er een mell ‘bestaat, zodat
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vt el

Uo- O .
1, 1d

Derhalve is
ren®y. . = vien™u. .
1 1] J 1j
zodat er een

v e P eMBmHt) iy

bestaat met

. ' = ytaydm
Vi. v IUi view |u, .

Dan 1s ook

B(

) , 2 m+t )
Vi. viu;nx = veu x,0v,

waaruit weer volgh:
8 (m+t)
v X =y
u | L ]Xu

zodat de opmerking bewezen is.

Opmerking 5.75: Zij (X,ny) een kompakt schema, M een inverteerbaar en

M een quasi-coherent é}x-moduul. Zij voorts

ne MR (x)
en definieer:

Xu:= {xeXIu(x) # 0} .

Noteer verder:

-
ﬁ A= 7 m®)
y nelN
Ni= ) 7z®7ﬂ?n(x) .
nez
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Dan is op natuurlijke W1Jze N een gegradeerd A-moduul. Kies nu VG:?l(X ).

.Dan is - omdat ook m invertibel is - er een k€Wl zodat

au®F | x

is voort te zetten tot een snede
vieN eM®™ (%) = g
nk

(of. Opm. (5.74)). Definieer nu:

m

0: ’)’L(xu)—-—» N(u)

=

(i) Als v = 0, dan is ook

v®u®k X =20
M

en derhalve per definitie ook v! X, = 0. Dan is er volgens opm. (5.73)
een 1€MW, zodat

B8l

v'®u 0

[}

en dit is aequivalent met

zodat O een goed gedefinieerde afbeelding is.

(1i) 6 is injectief: 7ij

Dan is er een 1€l zodat

e v'@u@l =0 .
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In het bijzonder is den

B R(1+
1 u(lk”

v'eu Xu = VB X =0.

i

Beschouw het isomorfisme

41@4n?<1*k>n(xu)«~4!—+ Nx,)

v@u®(l+k)lxuk————-+ v.al+k

(waarbij a gegeven wordt door
®n
X J-a@'x
me(x) (%)
uIXu b g,

(cf, Opm. (5.72) (ii) en bedenk dat ﬂlgn inverteerbaar is). Volgens
Opm. (5.72) (ii) is a|U een eenheid in de ring C;XIU voor elke geschikt

gekozen open affiene omgeving U van een willekeurig punt xééxu, zodat

uit
+
v®u®(l k)lX =0
H

eerst volgt:

v.al+k = 0
en dus ook

v.al+k Uu=20

wat weergeeft: v = 0, waarmee de injectiviteit van © is bewezen.

(iii) 6 is surjectief: Kies namelijk een element

\)'
‘ pkemm)
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Dan is

7n§kn

v'e 1 8 (x) = N

zodat ook
V! Ixue’n @mg’kn(xu) .

Met behulp van het isomorphisme

f

v: MOP|x = @ _|x
U X'u

u!Xu’—+ 1

b

verkrijgen we een isomorphisme

1®w®k(xu): n@m@nkmu) oy ﬂ(xu) .

Definieer:
Rk
vihi= 18Y (X ) (VX .
(x)(v'[x)
Omdat ook
18¥%%(x ) (v'eu®®|x ) = v"
2} H
volgt dan:
viiX = v"®u®k X
M
zodat
ny = V'
8(v™") e
2

waarmee de surjectiviteit van 0 is geverifieerd.

Samenvattend: Als (X,C?X) een kompakt schema is, en 9 een inverteerbaar

en 7 een guasi-coherent jg%—moduul is, en als u€ NMUX) en

X = {(xex|u(x) # 0} ,
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als we verder noteren:

= 7 PR ; m= ] Nem(x)
ne{V

neZ

dan bestaat er een kanoniek isomorphisme

o In(xu)“m> Ny -

Bewijs van propositie 5.69:

Als S+ wordt voortgebracht door SysesesS,€ S1 , dan 1is

t
X = it)1 D+(si)

en dus is X een kompskt schema. B werd bepaald door de morphismen (als
s€Sg, 4 > 0)

B(D,(s)): I‘*(’I'L)(S)——-—-> N, (s))
die we als volgt verkregen: Kies

'Z'ﬁer*(%)(s) .
S
Dan is zél“‘x_('n)nd = M (nd)(X). Ook is
Lo e 8(na) 5y = F(-na) (D, (s))

]

zodat we hebben:

[MUna)e @, (-na)] (, (s)) — N(D,(s))

1 2
(z|p,(s))8 — +——— B(D, (s))(F)
s s

(Pexr. definitie van 6(D+(s).,)).. Merk voorts op dat de struktuur van ge-
gradeerd S-moduul van r*('n) wordt geinduceerd door het kanonieke mor-

phisme van gegradeerde ringen
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a: 8 — I (&)
(Cf. Opm. (5.63)). Ock geldt:
D,(s) = {x&X|a(s)(x) # 0} .
(cf. Opm. (5.65)), zodat we B(D+(s)) kunnen opvatten als een morphisme
LMW o)™ By -

We laten nu zien dat dit morphisme overéénkomt met het in opm. (5.75)

gedefinieerde isomorphisme

=1 ~

O LM (g5 T Ny )

. .. z .
Kies namelijk: z':= B(D+(s))(—5)€?7Q(D+(s)). Dan is
s
_ n
z[D+(s) = z'®s

zoals eenvoudig is te controleren. z is dus een globale snede van

T(nd)(X) die een voortzetting is van
z'8s"e 7’),(nd)(D+(s)) .
Dan is per definitie
z
1 = e—
8(z') = "
s

waarmee slles bewezen is.

Gevolg (5.76): Zij S een gegradeerde ring, waarbij 8, door eindig veel

elementen van S1 wordt voortgebracht. Zij M een gegra-

deerd S-moduul. Het door het in Opm. (5.62) gedefinieerde

morphisme van gegradeerde S-modulen
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0! M wmemmo T (ﬁ)
b

geinduceerde gz&—moduul-morphisme (als (X,Cyk) = Proj(s))

& M —— T (ﬁ)
s

is dan een isomorphisme.

——

Bewijs: Een direkt gevolg ven lemma (5.68) en propositie (5.69).

Opmerking 5.77: Zij S een gegradeerde ring, zodat S+ wordt voortgebracht

door 8,. Noteer: (X,CZX) = Proj(S). Laten M en N twee gegradeerde S-
~ N
modulen zijn, zodat N een sub- ny—moduul is van M. We hebben dan een

E?X—moduul—morphisme

~ ~
¢: N —— M

dat injectief is in de staken. Als s@8,, dan hebben we isomorphismen

van S -modulen
(s)
~

8 N(n)(s)———-»"’ N(s)

) v
t st+n

en analoog:

1. ad
es. M(n>(s) —— M(S) .
Beschouw nu voor n€ Z het morphisme

r, (1) = fes(m) (x) foS () (x) = 1, (M)

(281) (X)
Omdat

x= U D+(s)

ses
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is (981)(X) injectief als voor elke s€S, geldt dat (@@1)(D+(s)) in-

.Jjectief is. Kies een seEH en beschouw het diagram

N NS et
Nn) () = W85() (0, () —gmryroryy feS(a) (0, (1) = min)

8 8'is
]

Ny o= ﬁ(D+(s)) f/f(D+(s)) =My

®(D+(S))
Dit diagram commuteert en @(D+(s)) is injectief, zodat ook (@81)(D+(s))

injectief is., Derhalve is voor elke n&Z
~N ~
(281)(X): I‘*(N)n — F*(M)n

an
injectief, zodat I _(N) op natuurlijke menier een gegradeerd sub-moduul
- . N
is ven T, (M).
Neem nu bovendien aan dat S+ door eindig veel elementen van S1 wordt
voortgebracht en zij TV een quasi-coherent sub—f;k—moduul van M. Dan is

volgens prop. (5.69)
-

n=r N

zodat wvolgens het voorgasande T*jqu op kanonieke manier een gegradeerd

A
sub-S-moduul is van P*jM), waarbij de injectie
n 4
L (M) —r ()
gegeven wordt door

r (M) = Nedn) (x) to (n) (x) = T ()

(e81) (X)

v,
als in dit geval ¢ de inbedding M — M is.

Propositie 5.78: Zij S een gegradeerde ring, zodat S, wordt voortgebracht

e door eindig veel elementen ven 8+ Zi] (X,G?X) = Proj(s)
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en M een gegradeerd S-moduul, terwijl 7] een guasi-

N -
coherent sub- @gc—moduul van M is, en

Ni= o™ (1 (1) .

Dan is er een kanoniek isomorphisme

——

=N,

=g

Bewijs: Beschouw het kanonieke morphisme
~
a: M —— T (M)
ol

en het geinduceerde isomorphisme

V"

~ o N
a: M == T (M) .
b

o
Omdat de functor M— M exakt is, geldt:

Fa " d P n ~
o(M) = Im(a) = Im(a) = T (M) = M.

Kies nu

Q:=amnr () .

Ga na dat hieruit volgt:

~ Py P
®Q = anr (M)

>

zodat
~ Ve v
§= r(mn) =N

verder geldt ook:
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N.B.: Merk op, dat als i: N “— M de inbedding van N in M is, het dia-

" gram

f—~ M
~
i
~
M
commuteert.

Definitie 5.79: Zij (X,@’X) een geringde ruimte. Een _Q:X-ideaal is een
sub-&

X—moduul van @'X.
Opmerking 5.80: Zij (X,@’X) een preschema en (24 een quasi-coherent

@'X-ideaal. Noteer:

Gy /
Y:= {xeX| A (x) # 0} .

(i) Dan is Y een gesloten deelverzameling van X.

Bev,(i): Kies een open affiene deelverzameling U van X. Zeg: U = Spec(4).

Dan is
~d
= - §
voor een zeker ideaal 1CA, en voor elke xRGU (pCA) geldt:
© G’X(x) A
V) Fx) %
R

Dus hebben we:
X @YQU == i #A <= iCp
il R 2

(Ga na). Met andere woorden:

YOU = V(i)
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en is dus gesloten in U. Omdat we een open affiene overdekking (U) van

X kunnen kiezen is Y gesloten in X.

(ii) Als Y > X de inbedding van Y in X is, en als

&= i % Je2

dan gg_(Y,G?Y) een gesloten deel-preschema van (X,ka).

Bew.(ii): Kies U open, affien in X. Zeg: U = Spec(A). Dan is
Vi= UNY = V(i) = spec(f/;)

~
als U =i. 7ij] G?V de struktuurschoof van Spec(A/i). Dan is er een

kanoniek morphisme van affiene schema's

(v,@’v) (U,G'XlU)

e ———)
(¢,9)
dat geinduceerd wordt door het kanonieke ring-morphisme

A—> AL .

Ca na dat we een factorisatie

v,0y)

\

(5,2) ? (UstlU)

\
(W, ¥y kan.
\ ,
v @
w, [0
gz
hebben, waarbij ¢ = iIV. Dan hebben we een door ¥ geinduceerd morphisme

V4
v X g — Oy
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Staaksgewijs wordt dit morphisme gegeven door:

V4

X/Jq: ) (yp_) X/ = 'P'/ (A/l = O:v-(.')".p-)

(waarbij p een priemideaal van A is, en yEQV, (dus iCp)). Derhalve

vinden we:

spec(®/3) = (v,8,) = (v, /f>> (v, X/;;)]v)
= (v,0,]v)

waarmee de opmerking (ii) bewezen is.

Definitie 5.81: Het in voorgaande opmerking geconstrueerde gesloten
deelpreschema (Y,@’Y) van (X, O’X) heet het door F gein-

duceerde deelpreschems van (X,O.).

Propositie 5.82: Zij S een gegradeerde ring, zodat S+ wordt voortge-

bracht door eindig veel elementen uit S1. Dan bestaat

er bij ieder guasi-coherent _Q_'X-ideaal T cen gegradeerd

S-ideaal i, zodat het door P geinduceerde deelpreschema
(Y,O‘Y) van (X,O’X) isomorf is met Proj(S/i), terwijl,

als
m: 8§ —— S/i

het kanonieke morphisme is, het diagram

(1,0,) =2y (1,6,

l’ |

Proj(s/i) ‘“‘m)—* Proj(s)

commuteert,
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Bewijs: Merk allereerst op dat Proj(m) op Proj(sS/i) gedefinieerd is
(Prop. (5.39)). Beschouw voorts het in opm. (5.63) gedefinieerde kano-

nieke morphisme van gegradeerde ringen
a: § — T (04) .
Dan is volgens prop. (5.78), als

7)

j

il

Q
—
X
[

2
1]
W

terwijl met dit isomorphisme het diagram

1 - 7
ka:\\& u///;an.

o
commuteert. Dan is uiteraard het door 1 geiInduceerde deelpreschema X'

van X isomorf met Y, terwijl het diagram

X! —— Y

\/

commuteert. Nu is, als s€8S; (@ > 0), X' lokaal bepaald door:

(x'01D,(s), O, [K'ND, () = spec(®/)
waarbij

00, () = 8
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en
v o
i=ilp(s)
zodat
4 = EL(S) .

Nu is voor elk tweetal homogene elementen s en t uit S, het diagram

Clde 5,
=(s)

Gl @) = 8y |
=(st)

commutatief, zodat Proj(s') = X', waaruit de propositie volgt.

Opmerking 5.83 Zij nu (Y,E?Y) een preschema, en zij £ een gegradeerde
@%ralgebra, gegeven door

r
Q: G?Y———*<5

-1 4,

n>0

-~
Neem bovendien aan dat A& quasi-coherent is. Dan zijn ook alle homogene

componenten AKn quasi-coherent. Kies nu een open affiene deelverzame-

ling U van Y en definieer:
A:= C?Y(U) s S:= A(U) ; S := <fn(U) (n>0).

Dan volgt met behulp van stelling (4.33):

~

Llu=58 ; 4 |u=§

n n
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en wegens

28
]

Slu=(} 4 lu) = Z(/XnIU) =) §n.= f\g

n

vinden we:

S = S .
ngp n

Ook is S een gegradeerde A-algebra, waarbij deze algebra-struktuur wordt

gegeven door
A ——— 8
ab— 2(U)(a)
Noteer nu:
Xyi= Proj(s) .

We kunnen zo aan elke open affiene deelverzameling U van Y een schema
XU toevoegen. Beschouw nog een tweede open affiene deelverzameling V

van Y met VCU, en definieer weer:
Bi= & (V) 5 T:= £(V) 3 7 := 4 (V) (a>0)
Y n n -
Volgens stelling (4.33) is het morphisme

-

58 B —wew—e> T

A
< < <oo
§ s, 8b, b—> g bi.(si[V)

¥

een isomorphisme, zodat

S@AB = T,

&

We hebben nu de volgende situatie verkregen: A en B zijn twee ringen
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met een ring-morphisme

A = G?Y(U) restr. ng(v) =3 .

Voorts hebben we een gegradeerde A-algebra S. Volgens prop. (5.32) geldt
dan:

PrOJ(S@AB) = Proj(S)I Spec(B) = XUHUV .
Spec(A)

In diagram-vorm heeft dit gevezeld produkt de gedaante

Proj(S@AB) — Proj(8)

|

Spec(B) ——— Spec(A)

De bovenste horizontale pijl wordt geInduceerd door het morphisme van
gegradeerde ringen

r

9
5 =t S@AB

s b—— g1

—r

De B-algebra-struktuur op T werd gegeven door:

r

B ——— T

b k> &(V)(b)

4

en de B-algebra~struktuur op S@AB door

-~

B — S@AB

b — 18D
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Omdat het diagram

commuteert (N1: 18b > b.(1|V) = #(V)(b)) hebben we het gevezelde
produkt

(0 10 )
X, = Proj(T) V.U ZV’U » Proj(s) = X,
(fV,FV) (fU,FU) R €D |
V = Spec(B) — > Spec(A) = U

waarblij de bovenste pijl geinduceerd wordt door

¢
5] ? S@AB > T

st sQ1t + sV

dus door de restrictie
s=d W) — L) =1.

Laat nu V' een derde open affiene deelverzameling zijn van Y, zodat
vieveu

Noteer:

Bli= O (v) 5 1= H(v)
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We hebben dan het volgende diagram:

Y

Proj(T') —— Proj(T) —— Proj(s)
cevennronsaa(ii)

Spec(B') — Spec(B) — Spec(A)

Dit diagram commuteert, omdat alle horizontale pijlen geInduceerd wor-

den door restrictie-morphismen in de schoven .4 resp. Cyi. (cf. diagram

(1)).
Beschouw nog eens diagram (i). V is een open deelverzameling van U,

zodat we het door Proj(S) geinduceerde preschema
') = (MW, 0 L e )
U v >YProj(8)' U
kunnen beschouwen. We hebben dan een gevezeld produkt
fa1(V) cXan., p.03(s)
(£5.5,) (£,7,)

Spec(B)———E§§4+ Spec(A)

(Hierbij is (fU,FU) het morphisme dat Proj(S) de struktuur geeft van
een Spec(A)-schema. (Cf. prop. (5.25)). Wegens de uniciteit wvan het

gevezeld produkt is er dan een isomorphisme

Proj(T) 7f—1(V)
¥oJ I

~
(TV,U’TV,

dat Proj(T) identificeert met een open deelpreschema van Proj(S), waar-

bij het diagram

-1
£, (V)
. (TV,U’TV,U) a kan. N ¢ E D)
Proj(T) . > Proj(8)
(oy s by )
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commuteert. ((cV U’ZV U) is dus een open immersie). Ook geldt, zoals
H] b}

we al hadden gezien:

(UV,U’ZV,U)"(UV',V’ZV','V) = (og, ,U’zv',U) y

Propositie 5.84: Zij (Y,C}i) een preschema. Dan bestaat er voor elke

guasi-coherente gegradeerde -algebra (met positieve
Y-

gradering) 4 een Y-preschems (X,C?k), dat op een

Y-isomorphisme na uniek bepaald is, met de volgende

eigenschap: Als

(£,F): (x,Cr) — (1,0))

het struktuur-morphisme is dat de Y-struktuur op X

bepaalt, dan bestaat er voor iedere open affiene deel-

verzameling U van Y een isomorphisme

-1 -1 ~ .
(f U,O”le U) W Proj (£ (u))

zodat, indien V een twee open affiene deelverzameling

is van Y met VCU, het diagram

f—1U -T7§%FET* Proj(<5(U))

kan. (o

V,U’ZV,U)

1 ] Proj (4 (V))

£V

commuteert. (Voor de definitie van de rechterpijl, zie

opm. (5.83)).

Bewijs: Het gevraagde preschema (X,ny) verkrijgen we door de schema's
Xyt = Proj(4 (U)) aan elkaar te plakken. Kies twee open affiene deel-

Ea
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verzamelingen U en V van Y en definieer:
A= G’Y(U) ; Bi= @’Y(V) 3 Si= L(U) 3 T:= L(v) .

We hebben dan de morphismen

X, = Proj(T) X; = Proj(8)
(£,8,) 3 (£55Fy)
V = Spec(B) U = Spec(A)

(Cf. prop. (5.25)). We construeren nu een isomorphisme tussen de gein~

duceerde preschema's, gedefinieerd boven UAYV:
faWUnv)—3L+f§WUnV)

als volgt: Kies een open affiene deelverzameling V'C VNU en definieer:
B':= O'Y(V') 3 Tri= (V')

Dan hebben we volgens opm. (5.83) (i), (iii) het commutatieve diagram

~1 ~ : [ -1
£, (V') = Proj(T') £ (v)
v Cyn Ty y oty )
1
Spec(B) v— Spec(B') Tan— Spec(A)

zodat we kunnen defini8ren:.

-1 .
(TV' ,TV')-"' (TV' ,V’TV' ’V)Ib(TV' ’U’TV"U> .-.n-.n-.oolcvl(l)

Ock geldt, als V'eV'CVNU, V" affien en open, en als

£

B":= @fy(vn) ; T'.':-‘-/S(V")
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dat het diagram

Proj(T") —&—r £ 1 (y") R8sy pros(s)

(G ",V' ’ZV",V') kan'

NV DA :
Proj(T')—"=— 5 (v )-—EEHT* Proj(s)
commuteert. (Vgl. opm. (5.83), (ii) en (iii)). Dus hebben we het commu-

tatieve diagram

f‘\;1(V") PR A Proj(T") — f{IT(v")

kan. (o, 4 ) kan.

5 R
’vl L) V",V’

£71 (V1) +—=— Proj(1') —2— £ (V")
wagruit volgt:

-1 ..
(TV,,T ,)]fU'(V") = (TV",TV") N - 5 D |
Overdek nu UNV met open affiene deelverzamelingen V' wvan Y met
V'CUNV. Voor elk zo'n V' hebben we dan volgens (i) een isomorphisme

( o £ (V) =2 £ (V)

Tyrs Ty v

em (ii) garandeert, dat we deze isomorfismen kunnnen "plakken" tot een

igomorphisme

L o] v =1
(tU,V’eU,V)' £ (unv) —~— £y (unv)

Ook is direkt uit de definitie duidelijk dat

o ) = (t )

(ty vOy,v v,u%v,u
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(De eerste plakvoorwaarde). Zij nu W nog een open affiene deelverzame-

-ling van Y. We hebben dan een diagram

-1 (tU V’eg v) -1
i (UNV NW) 2 2 £y (uflv o)
v U
(tU,W’eU,W) (tv,w’ev,w)
-1
s (unvaw)

De commutativiteit van dit diagram is de tweede plakvoorwsarde. (De

morphismen -

worden verkregen door (tU V’eU V) te "beperken".) Deze commutativiteit
] 9
kunnen we controleren op een open affiene deelverzameling V'CUNVW.

We moeten dan nagaan of het diagram

V)——-—>f (V'

\ (V'/

commuteert. D.w.z.: Er moet gelden:
-1 -1
]:(TV',w’Tv',w)"(Tv',V’Tv',v) jo[(TV',V’TV' Veltyy s Tyr, 1=

i} -1
= Loy oy i)y Ty g)

en dit is klaarblijkelijk het geval. We hebben dus een geplakt preschema
(X,C?X) verkregen. Het struktuur-morphisme

(X,G’X)

&

(f,F)

(¥, 6,)
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verkrijgen we, door de morphismen

Xy = Proj(s)
(£5F)
U = Spec(A)

"aan elkaar te plakken". Dat dit mogelijk is, ziet men als volgt: Kies

weer V'<€UNV, V' open en affien. Noteer weer:
= @’Y(U) ; B:= G’Y(v) ; B':= G'Y(V') ; S:= f(u) 3 T:= 4 (V) 3
= Z(') .

We moeten laten zien dat het diagram

-1
vl (Ty. LUV LU )

F)\ /(fF)

commuteert. Volgens opm. (5.83) (i) commuteert het diagram

V' ' V'

Proj(r) A2 21(v1) e Proj(1') —2— (V) 825 proj(s)

(£, 5F) (24057,

) (fU,FU)

, ,
v kan. v kan. > U

waaruit het te bewijzene volgt.
Hiermee is (X,@X) van de gewenste (Y,G’Y)—struktuur voorzien. We moeten
nu nog de eigenschap uit de propositie bewijzen. Kies hiertoe wederom

twee open affiene deelverzamelingen U en V van Y en zi)
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A:= G?Y(U) ; B:= G?Y(V) 3 S:= A(U) ; T:= (V) .

1

We kunnen aannemen dat f51(U) = £ (U). Dan commuteert het diagram

)1

(1 Y
£ () — LU0 pgj(r)
. 5
kan (OV,U? V,U)
f‘1(U) - > Proj(8)
U 1d.

Op deze wijze vinden we - na identificatie -~ de commutatieve diagrammen

-1 ~ .
£ (V) ——"=— Proj(T)

kan. (UV,U’ZV,U)

-1 .
f (U)—5->“’ Proj(s)

Men ga zelf na dat het aan de eisen van propositie (5.84) voldoende

preschema (X,Cﬁx) op een Y-isomorphisme na uniek bepasald is.

Definitie 5.85: Het in de vorige propositie bepaalde Y-preschema

(x,&

x) TFF (v, &)

noteren we met Proj(S). Proj(S) heet het homogene

spectrum van de guasi-coherente positief gegradeerde

gzy—algebra 3.

Opmerking 5.86: Zij (¢,2): X — Y een morphisme van preschema's. Kies

een open affiene overdekking (Vi)i van Y. Neem aan dat elke ¢—1(Vi) te

overdekken is met een eindig aantal open affiene deelverzamelingen

r3

-1 _ ]
¢ (Vi) = UiﬂU...UUi’n
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(¢,%) induceert dan morphismen

U, ,—— V. .

1d d

Deze induceren op hun beurt weer ring-morphismen

Oy(v; ) <————6'¥(vj)

zodat elke ch(Uij) op kanonieke manier een CyY(Vj)-algebra is.

Definitie 5.87: Zij (4,2): X — Y een morphisme van preschema's. Zi]

Definitie 5.88:

Definitie 5.89:

Lemma 5.90: Zij

V een open affiene deelverzameling van Y. Laat ¢_1(V)
een eindige overdekking hebben van open affiene stuk-~
ken U, (i =1,...,n), zodat elke C?X(Ui) een C?Y(V)-
algebra is van eindig type. Dan zeggen we dat V voldoet

aan de eiéenschap (P).

zij (¢,9): X — Y een morphisme van preschema's. Als
er een open affiene overdekking (Vu)u.van’Y bestaat zodat
elke V, voldoet aan de eigenschap (P) dat heet (¢,?)

een morphisme van eindig type.

In de omstandigheden van de voorgasande definitie heet

X een Y-preschema van eindig type.

(¢p,2): (X, O’X) s (Y,e’Y) een morphisme van preschema's.

i W een open affiene deelverzameling van Y. (Zeg:

Spec(B)). Zij verder b€ B, en beschouw D(b)C W. Dan

heeft D(b) de eigenschap (P) als W aan (P) voldoet.

Bewijs: We kunnen ¢_1W met eindig veel open affiene deelverzamelingen Uj

van X overdekken, zodat elke CTX(Uj) een C?Y(W)—algebra is van eindig

type. (¢,®) induceert voor elke j het morphisme

QUj,O'XIUj)——+ (w,@YIw) .
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Hiermee correspondeert het ring-morphisme

CZX(Uj) *-ji;-—-cyy(w) =B

dat op CXX(UJ) de B-algebra-struktuur geeft. Kies nu b&B. Dan is
D(b)CW, en er geldt, zoals gemakkelijk is na te gaan:

_‘] _
¢ (D(b))ﬂUj = D(fjb)

Het commutatieve diagram

U, ———=— W

[

D(fjb) ———> D(b)

induceert een commutatief diagram van ringen

.

|

(O, 57 B,
j j

@’X(Uj) “~——— B

waarbij fj gegeven is door

f.(c)
f'.(g— -—JL-*- .
J fj(b)n

Ook is f3 het ring-morphisme dat op CYX(D(fjb)) de C7Y(D(b))—algebra—

struktuur induceert. Nu is
- ~1-

CTX(Uj) is een B-algebra van eindig type, dus ook is

&
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1
(&ij))[}?;

den B-algebra van eindig type is, en dus zeker van eindig type als

algebra over Bb.-

Propositie 5.91: Zij (¢,%): X— Y een morphisme van eindig type. Dan

heeft elke open affiene deelverzameling W van Y de

eigenschap (P).

Bewijs: Er bestaat een open affiene ovefdekking (Va)a van Y, zodat elke
V, voldoet aan de eigenschap (P). Zij nu W een open affiene deelverza-
meling van Y. Omdat W kompakt is, kunnen we W overdekken met een eindig
asantal deelverzamelingen van het type D(bi)’ waarbij voor elke i bi
een element is uit één der ringen CTY(VQ). Omdat ook elke D(bi) kompakt
is, en bevat in W, kunnen we voor elke i een eindig aantal deelverzame-
lingen D(bij) vinden, met bijeacy&(w)’ zodat .

Omdat het restrictie-morphisme
: (o4
£, O, (W) — O, (n(v,))
geinduceerd wordt door D(bi) C—> W, en ook geldt: D(bij)<3D(bi), volgt:

D(bij) = D(fibij) .
..)C . e i
OmdatC;(file)C:D(bl)C:Va voor een zekere o, met b1 CyY(Va) is er een
. = .b..) = v o) '
¢ Y(Va) zodat D(flle) D(cla) Volgens het voorgaande lemma volgt
dan dat

voldoet aan de eigenschap (P). Omdat

F3

W= ?3 D(v

..)
s e 1
1,d J
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en elke ¢—1(D(bij)) de eindige vereninging is van open affiene stukken

(U 3
type, en omdat

)k van X, zodat GrX(Uijk) een EfY(D(bij))—algebra is van eindig

Oy (D(b, ) = (€M) [%'i;]

is elke C}X(Uijk) een CVY(W)-algebra van eindig type.

Propositie 5.92: Zij (¢,0): X —> Y een morphisme van affiene schema's

met X = Spec(4) en Y = Spec(B). (¢,%) induceert dan

een ring-morphisme f: B—> A, Er geldt: (¢,%) is van

eindig type dan en slechts dan als A een B-algebra is

van eindig type.

Bewijs (i): Zij A een B-algebra van eindig type. (Met de algebra-struk-
tuur, geinduceerd door f). Dan kunnen we Y overdekken met (Y), en, omdat

Y voldoet aan eigenschap (P), zijn we klaar.

Bewijs (ii): Zij nu (¢,%) van eindig type. Omdat Y affien is, kunnen
we volgens de voorgaande propositie een eindige open affiene overdekking
(Ui) van X vinden, zodat steeds CfX(Ui) een C?&(Y)-algebra is van eindig
type. (C?Y(Y) = B). Elke s is kompakt. We kunnen dus elke U, over-
dekken met eindig veel deelverzamelingen (D(aij))j met aijéiAu Het
morphisme

Uic-—+ X

induceert een ring-morphisme

fi: A — @'X(Ui)

en er geldt, zoals men gemakkelijk nagaat,

a.

Ay = O%U e o = (Gx(Ui))Q; 1
ij i7ij i
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waaruit volgt dat Aa een B-algebra is van eindig type. We kunnen dus
X overdekken met 1J eindig veel deelverzamelingen van het type D(ai),
zodat Aa een B-algebra is van eindig type. Dat wil zeggen:

i

(1) (i) ()

C .
A =Bl—4— ..., 2L (L—en ).
a. n n . n. a,
i 1 k(i) 3 i
a. a. a.
i i i

We kunnen ervoor zorgen dat ng = ... = nk(i)’ zodat

(3) (1) NS
d dk . d.
= gl (i)
By TR N, (S,
* .:L a.l a.l *
1 1 1

Omdat er eindig veel indices 1 voorkomen kunnen we N:= max(Ni) kiezen,

en schrijven:

- (4) @) ()
_ 1 k(i) i
Aa. - B N g ey N ( N eAa.) »
1 ai ai a.i 1

Omdat X = UD(ai) kunnen we elementen o, € A vinden, zodat

Beschouw nu!

o= (1) (i)
F:= J:t) {e1 yoos ’ek(i)}] U{ai}iU{ai}i

en noteer: A':= B[F . Dan is A' = A, want kies a€A. Voor elke i hebben

we dan:
i i
2ea =Beg ) —-———el({(z)
1 a. N L\ |
1 a. a.
i 1
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dus bestaat er een BiEA.' zodat

B.

-
M.
i

a.

i

a _
T = (MiEIN) .

Omdat er eindig veel indices i zijn, en bovendien elke aie F, kunnen
we een MEN vinden, onafhankelijk van de keuze van i, benevens een
8 ]'_ € A', zodat

B!

a i:

2. Le .

1 M Aa.
a. i
1

Er bestaat dus een m€WN, eveneens onafhankelijk van de keuze van i,

zodat

Vi. e®*aa-8!] =0 .
1 al[:aal Bl] 0

4 Vi, aal\f-'-meA' :
dus, als er t indices 1 zijn,

t
al ) oga) (m)tg o
i=1

zodat a€A'. We hebben dus gevonden: A = A'.

Opmerking 5.93: Zij E een eigenschap van morphismen van preschema's.

Beschouw de volgende uitspraken:
(i) Elke gesloten immersie voldoet aan E.

(ii) Als (f,F) en (g,G) aan E voldoen, dan ook
(f,Flo(g,G).

(iii) Als (£,F): X— X' en (g,G): Y—> Y' twee S-
morphismen zijn die beide aan E voldoen, dan

. voldoet ook
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(£,F)1(g,G): XY —— X'HSY'

aan B.

(iv). Als (£,F): X—> Y een S-morphisme is dat voldoet
agn E, en S'= S is een morphisme van preschema's,

dan voldoet ook het geinduceerde morphisme
(f,F)Iid.: XA St —— YHSS'

aan E.

(v) AMls (£f,F): X— Y en (g,G): Y—> Z morphismen
zijn van preschema's, en (g,G) is gescheiden,
terwijl (g,G)o(f,F) de eigenschap E heeft, dan
heeft ook (f,F) de eigenschap E.

Neem eens aan dat (i) en (ii) gelden. Dan is in dat ge-
val (iii) aequivalent met (iv) en volgt (v) uit (i),

(ii) en (iii) of (iv).

Bewijs: Eerste bewijzen we: (iii) <= (iv). Zij (iv) waar. Beschouw

het commutatieve diagram

X'y
F)H(g,G) S

idn(g,G ///// (f F)lid.

XI Y'

Ms (f,F) en (g,G) aan E voldoen, dan voldoen volgens (iv) ook idl(g,G)
en (£f,F)Iid aan E, dus volgens (iv) ook (f,F)n(g,G). Zij nu (iii) waar.
De identiteit op S' is een gesloten immersie, en voldoet volgens (i) aan
E. Dus voldoet volgens (iii) ook (f,F)Iid aan E.

We bewijzen nu dat (v) uit (i), (ii) en (iv) volgt: Stel dat (g,G)e(f,F)

voldoet aan E. Beschouw het commutatieve diagram
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(£,F)

<

id. (g,G)

X .00 (f,F) z

We hebben dus een uniek bepaald morphisme

(y,T):1-X—> XY

Z
zodat, als (pz,PQ) de projectie van X, Y is op Y,
(f F) [X ZY -5-1-‘-0-5—'—* Y]

Ook geldt:

oy ~
(oPy) = [¥0Y ~ayremmaa M= 4 -

Bovendien hebben we het commutatieve diagram (Ga na, zie ook opm. (3.41)

(ii)):

X ——s XILY —_ ?T(YHZY)(XH Y)
(y5T) l l(ﬁ’A>“id
xnzy——-—-+ (YH Y) (YT Y)(XHZY)

omdat (g,G): Y — Z een gescheiden morphisme is, is de diagonaal (§,A)
een gesloten immersie, en heeft dus eigenschap E. Evenzo voldoet de
identiteit op XHZY aan E, zodat volgens het bovenstaand diagram ook
(y,I') aan E voldoet. _

Evenzo voldoet (g,G)e(f,F)lid, en dus ook (92’P2) aan E, waaruit volgt
dat (f£,F) = (proj)e(y,I') aan E voldoet.
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Propositie 5.94: De volgende drie uitspraken gelden:

(i) Elke gesloten immersie is van eindig type.

(ii) De compositie van twee morphismen ven eindig

type is weer van eindig type.

(iii) Als (£,F): X —> Y een S-morphisme van eindig

type is, en S'— S is een morphisme van pres=

schema's, dan is

(f,F)mid: XS ——> YHSS‘

van eindig type.

Bewijs (i): Beschouw een gesloten deelpreschema (X,O’X) van een pre-
schema, (Y,@'Y). Volgens prop. (5.91) kunnen we volstaan met te bewijzen
dat het kanonieke morphisme X — Y van eindig type is in het geval Y
een affien schema is. Dan is X ook affien, en, als Y = Spec(B) is er

een ideaal b CB zodat

X = Spec(B/p_)

B/b is een B-algebra van eindig type. Pas nu prop. (5.92) toe.
Bewijs (ii): Beschouw twee morphismen van eindig type:

(f,F): X—> Y 3 (g,6): Y — Z .
7ij U een open affiene deelverzameling van Z. Dan heeft volgens prop.
(5.91) g—1(U) een eindige open overdekking van affiene deelverzamelingen
V, zodat G’Y(v) een @'Z(U)—algebra is van eindig type. Voor elke van
deze V's is f_1V weer te overdekken met éindig veel open deelverzame-—
lingen W, zodat de @'X(W)’s algebra's van eindig type zijn over GY(V),

en dus over UZ(U)' Hieruit volgt (ii).

Bewijs (iii): (f,F) is een morphisme van S-preschema's van eindig type.

We moeten bewijzen dat het morphisme
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(f,F)I[Sid: XI_s'—— YIISS'

S

van eindig type is. (Noteer: (¢,%): S'— S). Omdat het diagram

Xn.g' —~ Xt (Y1 S")

S S

(£,F)Igid (£,F)I id

' o 1
YS! —— YHY(YHSS )
commuteert, is het voldoende om te bewijzen dat het morphisme
1A . ! 1
(f,F)HYld. XHY(YHSS ) — YHY(YHSS )

van eindig type is. Dat wil zeggen dat we kunnen volstaan met te be-
wijzen, dat, als (f,F): X—> Y van eindig type is, en (¢,0): 8" — Y

een morphisme van preschema's, dan ook
(£,F)Iyid: X S" —— YN 8" —2 "

een morphisme is van eindig type. Beschouw nu het gevezelde produkt

(g,Q)

X]-[ SH — S"

Y

(p,P) ($,0)

X —FFy ¢

Zij V een open affiene deelverzameling van Y. Dan is f-1(V) te over-
dekken met eindig veel open affiene deelverzamelingen W., zodat C?X(Wi)
een algebra is van eindig type over ny(V) (Prop. (5.91)). Zij nu V'

een open affiene deelverzameling van S" zodatVV'C:¢—1V; Omdat fep = ¢eq,

is q_1(V') bevat in de vereniging der p-1(W)'s,-Ook geldt:

p-1(Wi)nq—1(V') = WLV = Spec[@'X(Wi)Qa, (V)ﬁsn(V')] .
Y
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(Ga na). Nu is C’X(Wi) van eindig type over GQ(V). Dus is

G’X(Wi)e GY(V) o'Sn(v' )

een C’S"(V‘)—algebra van eindig type. Samenvattend: Overdek Y met open
affiene stukken V. Overdek elke ¢—1(V) met open affiene stukken V'. Deze
V''s vormen dan een open affiene overdekking van S8". Overdek elke f—1(V)
met een eindig aantal open affiene deelverzamelingen Wi’ zodat elke
ny(w) van eindig type is over G}Y(V)' We hebben dan een eindige open

overdekking van elementen van de vorm

v, = (07 )N QT (V)

(WiHV i

van qu(V'), zodat

V]

!
XHYS"(WiHVV )

van eindig type is als C?S"(V')—algebra. Dus is (q,Q) van eindig type.

Wegens

[ans" T 8" —m— YIS"] = (£,F)Nyid
5

is dan ook (f,F)I_id van eindig type. (q.e.d.)

Y

Gevolg 5.95: (i) Als (f,F): X — X' en (g,G): Y — Y' twee S-morphismen

zijn van eindig type, dan is ook

(f,F)I(g,G): XHSY —_— X'HSY'

van eindig type.

(ii) Als (g,G)e(f,F) van eindig type is, en (g,G) is ge-

scheiden, dan is (f,F) van eindig type.

Bewijs: Dit volgt uit opm. (5.93) en prop. (5.9%4).



Definitie 5.96:

Definitie 5.97:

Definitie 5.98:

Opmerking 5.99:

5.93

Een morphisme ven preschema's (f,F): X — Y heet open
(resp. gesloten) als voor elke open (resp. gesloten)
deelverzameling U van X £(U) een open (resp. gesloten)

deelverzameling is van Y.

Een morphisme van preschema's (f,F): X —> Y heet proper

als voldaan is aan de volgende voorwaarden:
(1) (£f,F) is gescheiden.
(ii) (£,F) is van eindig type.
(iii) Voor elk Y-preschema Y' is dekprojectie
XHYY'———+ Y!
een gesloten morphisme.

In de omstandigheden van voorgaande definitie heet X

een proper Y-preschema.

Elk proper morphisme is gesloten.

Propositie 5.100: De volgende drie beweringen gelden:

(i) Elke gesloten immersie is proper.

(ii) De compositie van twee propere morphismen is

proper.

(iii) Als (f,F): X—— Y een proper S-morphisme is,

en S8' is een S-preschema, dan is

(£,F)mia: XM 8" ——r Yﬁss'

weer proper.

Bewijs (i): Elke gesloten immersie is van eindig type, en ook gescheiden.

zij nu (f,F): X—> Y een gesloten immersie. Dan is volgens prop. (3.39)

ook voor elk Y-preschema Y'
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(£,F)lia: XHYY'~———+ YHYY’

een gesloten immersie, en de samenstelling

o~ -
Eulns (F.hma Tyt r] = [z, 5T03. r']

derhalve ook. Dit is dus zeker een gesloten morphisme,

Bewijs (ii): Laten (f,F): X—> Y en (g,G): Y —> Z twee propere mor-
phismen zijn. Dan zijn (f,F) en (g,G) gescheiden, en van eindig type,
zodat volgens prop. (3.43) en prop. (5.94) ook hun samenstelling ge-
scheiden en ven eindig type is.

Zij nu Z'—— Z een willekeurig:Z-preschema. Dan geldt:

(2! ey 210 =

= 2" —s— X0, (Y,2') = Y, 2' > 27]

L PrOJ . A Proj.

Omdat de samenstelling van twee gesloten morphismen weer gesloten is,
geldt (ii).

Alvorens (iii) te bewljzen, verififren we eerst het volgende lemma:

Lemma 5.101: Als (f,F): X—> Y een gescheiden S-morphisme is, en S'

een S-preschema, dan is

(f,F)Nid: XHSS'——-* YHSS'

een gescheiden morphisme.

Bewijs: Het diagram

(xnss')n )(xnss')-—J!—+ (XHYX)HY(YHSS')

1
(YHSS

diag. : diag.llid

' .4 5 - ]
xnss » XHY(YHSS )
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commuteert. (Ga na). Omdat de rechter vertikale pijl als produkt van
twee gesloten immersies volgens prop. (3.39) weer een gesloten immersie

is, is ook de linker vertikale pijl een gesloten immersie.

Bewijs van prop. 5.100 (iii): (f,F): X — Y 2zij een proper S-morphisme

en S' een S-preschema. Dan is volgens (5.94)

(£,F)nia: XM 8" —— YHSS'

van eindig type en volgens lemma (5.101) ook gescheiden. Als

G 1
7 — YIISS

een willekeurig morphisme is, dan geldt:

1 o ' ~ =
[(xngs )H(YHSS')Z (xmy (¥1gS ))H(YHSS')Z r Xlly2 T A
= 1 e ——————
[KXHSS )H(YHSS')Z Proj. Z] )

Nu is XHYZ ——> 7 een gesloten morphisme, dus evenzo

(XHSS')H )z

(YHSS‘ proyj.

zodat (iii) bewezen is.

Gevolg 5.102: (i) Als (£f,F): X—-Y en (g,G): X' — Y' twee propere

morphismen zijn, dan is ook

(£,F)I(g,G): Xl ¥ — X'HSY'

een proper morphisme.

(ii) Als (£,F): X —Y en (g,G): Y— Z twee morphismen

zijn, zodat (g,G)e(f,F) een proper morphisme is, en

. als bovendien (g,G) gescheiden is, dan is (f,F) proper.
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Bewijs: Een direkt gevolg ven (5.93) en (5.102).

Propositie 5.103: Zij Y een preschema en 43 een guasi-coherente positief

gegradeerde jz&—algebra. Dan is het in (5.85) gede~

finieerde homogene spectrum van A over Y:

(f,F): Proj(&)— Y

een schema over Y.

Bewijs: Kies een open affiene overdekking (Ui)i van Y. De door (f,F)

geinduceerde morphismen
Proj (/S(Ui)) = (U.)— U,

zijn volgens prop. (5.24) gescheiden. Dus is volgens prop. (3.46) ook

(f,F) een gescheiden morphisme.

Gevolg 5.104: Zij X een proper Y-preschema, en zij 45 een positief ge-

gradeerde guasi-coherente (' -algebra. Dan is elk Y- -

morphisme’

(¢,0): X —> Proj(4)

een proper morphisme.

Bewijs: Beschouw het commutatieve diagram

(4:2) ., proj(d)

(g,G) \/ (£,F)

waarin (£,F) en (g,G) de betreffende struktuur-morphismen zijn. Volgens
prop. (5.103) is (f,F) gescheiden. Ock is (f,F)e(¢,2) = (g,G) proper.
Dus is ook (4,?) proper.
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Opmerking 5.105: Zij nu (Y,O’Y) een preschema en . een positief gegra-

‘deerde quasi-coherente O'Y-algebra. Als U een open affiene deelverza-

meling is van Y, dan is met de gradering

£(v) =) 4, (v)
4 (U) een gegradeerde OY(U)-algebra (cf. stell. 4.33). Noteer nu:

s:= S(U) ; 8 i= én(U) ; A= @'Y(U)

en neem aan dat & + wordt voortgebracht door A 1 (Cf. de opmerkingen,
voorafgaande aan prop. (4.84)). Dan wordt, in de zin van opm. (5.33)),

8, voortgebracht door S,. Went, als y&€U, dan wordt ,J_*_(y) voortge-

1
bracht door /31 (y). Kies nu

oe 4 (u)

en zij oye,ff +(y) het door o geinduceerde stask-element. Dan is

met sél)e Afo(y) en tgl)e 4?1(y). Omdat we eindig veel elementen sél> en
tgl) hebben, kunnen we een a®A vinden met yeD(a), benevens elementen
cél), rgl) in respectievelijk /fO(D(a)) en /f1(D(a)) zodat
00 e g ) )

0 1 n,] 0 1 nk

Nu is - als we J+(U), /fO(U) en 41 (U) als A-modulen opvatten -

o|p(a) = ¢

So(0(a)) = (8,), 5 A£(p(a)) = (s,), 5 L,(0(a)) = (5,)
(1)

w(1i) ~
We kunnen dan elementen GO en Tj

in resp. 8, en S1 vinden, alsmede

0
een natuurlijk getal M zodat

&
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AP M), me)ele) ME)
0 1 n 1 *""'n

g _ 1 k
17 M éBSa
a

(1)

(door eventueel de factoren GO

g(a) als

te vermenigvuldigen met machten van

E: A—— 8

de A-algebra-struktuur van S is. (£ = ¢(U) als @ de CyY—algebra—struktuur

van 4 is)). We vinden dus een relatie
g(a").0 = g BV T . +‘sék)?§k)...?z(li)] e (d)
1

Kies nu een eindige overdekking (D(ai))§=1 van U, zodat we voor elke

&, een uitdrukking hebben van het type (i). Zeg:

N. T,
£a,) o= E(ai) P, N %

waarbij Pi een eindige som is van termen van de vorm

L)
1 n.
1

w () (i)
. T
0

€'SO en ?gl)

U = Spec(A) hebben we elementen ocieA zodat

met gél) € s,. Omdat (D(ai))i een overdekking is van

Kies nu N:= max{Ni}. Dan is

Nr
o =[] £a)).E(a)] .o

en de rechterterm is volgens (ii) een eindige som van termen van de

vorm

UV, eeaV
n
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net uOGESO en vié>S1, zodat de opmerking bewezen is. Ga zelf na dat,

‘als .A% een Afbamoduul.van eindig type is, ook'S1 een eindig voortge-
bracht So-moduul is.

Definitie 5.106: Zij X een Y-preschema. Als er een quasi-coherente

positiefl gegradeerde C?Y—algebra &L bestaat, zodat
Proj(A4) Y-isomorf is met X, terwijl bovendien geldt:

(1) 45+ is voortgebracht door 4£V
(ii) 451 is een 4fo—moduul'van-eindig type.

(iii) Het kanonieke morphisme
O’Y—-—> /.fo

is van eindig type

dan heet X een projectief Y-schema.

Definitie 5.107: Als (¢,8): X — Y het struktuur-morphisme is van een

projectief Y-schema X, dan heet (¢,®) een projectief
morphisme.

Propositie 5.108: Een projectief morphisme is van eindig type,

Bewijs: Zij (Y,C9Y) een preschema en -4 een quasi-coherente positief
gegradeerde C7Y—algebra die bovendien voldoet aan de voorwaarden (i),

(i1) en (iii) van def. (5.106). Zij

Proj (4 )

(£,F)

het struktuur-morphisme. We kunnen Af natuurlijk ook opvatten als een
gegradeerde ,go-algebra en vinden dan op natuurlijke manier een face~

torisatie
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Proj(4)

(g,G)

(v, 4,) (£,F)

(¥, 0y)

Volgens prop. (5.94) (ii) is het dan voldoende te laten zien dat (g,G)
een morphisme is van eindig type. Dat wil zeggen: We kunnen aannemen
dat 4§O = C?Y. Kies nu y&€ Y, en bij dit punt een open affiene omgeving

U van y, zodat er een exakbte rij
ol — jy — o
bestaat. Noteer:
s:= L(U) ; s:= 4 (U) ; A= @) =5, .

Dan is S1 een eindig voortgebracht A-moduul, zeg:

S, = Ax, + ... + Ax (xies)

1

Het struktuur-morphisme (g,G) wordt voor iedere se Sy (da > 0) 1lokaal

gegeven door
D+(s) = Spec(S(S))-———+ Spec(4)

welk morphisme van affiene schema's wordt geinduceerd door het ring-

morphisme
P

A— S

(s)
o E2)

o’
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als £: A— 3 de A-algebra-struktuur op S is. Nu is

Proj (A8 )|£ ' = Proj(s) = Cj D, (x.)
i=1 1
en

D+(xi) = Spec(S(xi))
zodat we volgens prop. (5.92) klaar zijn als we bewezen hebben dat
S(x ) een A-algebra van eindig type is. Beschouw hiertoe het ring-iso-
i
morphisme

= S/(x.—1

®(x;) )5
{

i; b s(mod(xi—1)S)
§ i

Het is dus voldoende om te laten zien dat S een A-algebra is van eindig

type. Dit volgt met onze aanname A = S_ direkt uit opm. (5.105).

0

Propositie 5.109: Een projectief morphisme is gescheiden.

Bewijs: Zij (Y,&,) een preschema en 4 een positief gegradeerde quasi-
DEWlgs Y

coherente CyY—algebra met struktuur-morphisme

Proj(4)
l(f,F)

Y

Als U een open affiene deelverzameling van Y is, is £y = Proj (4 (U)),
en de beperking van (f,F) tot £y is volgens prop. (5.25) gescheiden.
Pas nu prop. (3.46) toe.

Fa

BIBLIOTHERY MATHEMATISCH CENTRUM

AMSTERDAM
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Propositie 5.110: Zij (¢,¥): Y' — Y een morphisme van preschema's en

zij € een quasi-coherente positief gegradeerde £Z¥:

algebra. Dan is

Proj( EPJ*J) = Proj (Z)HYY'

Bewijs: EﬂaZK is een positief gegradeerde quasi-coherente C?Y,—algebra.
(¢f. opm. (4.84)). Noteer:

A= Eﬂ“}?

Zij U een open affiene deelverzameling van Y en U' een open affiene

deelverzameling van Y', zodat
' -1
u'ecy U .

Noteer verder:

U = Spec(A) ; U' = Spec(A') ; B(U)=s8.
We hebben het door (y,¥) geInduceerde morphisme van affiene schema's
(¥,5¥,): U= T '
dat op zijn beurt weer geinduceerd wordt door een ring-morphisme
o: A ——= A'

Nu is S een gegradeerde A-algebra, en er geldt:

Arlu = [W]74 v = [v,]7E = s, (ce. (4.89))
zodat
& 6!(U1) = S®AA!
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Volgens prop. (5.32) geldt verder:

. 1y = . '
Prog(S@AA ) PrOJ(S)HSpec(A)Spec(A )

zodat we vinden:
Proj(£€ '(U')) = Proj(4 (U))HUU' .

We hebben dus voor elk paar U',U dat aan bovenstaande voorwaarden vol-

doet een gevezeld-produkt-diagram

Proj (4 ' (U")) eI Proj (4 (U))
1271

(&,,6,) (£,F,)  eevinennenn(d)

v W

Als (g,G) het struktuur-morphisme is van het Y'-schema Proj(4 '), dan
is (g1,G1) de beperking hiervan totkg_1(U'), zodat (i) zich ook laat

schrijven als

Proj(A") g™ (U") ——— Proj(8)|s " (v)

Ul

((£,F) is het struktuur-morphisme van Proj(Z4 ) over Y). Kies nu open

affiene deelverzamelingen U', U" van Y' en open affiene deelverzamelingen

U,, U, van Y. We hebben dan, als U'C U" en u,e Uy, de comnutatieve dia-

grammen

Proj(4')|g” U ——— Proj(£")|eg "

U!(
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en

Proj (£ ) If_1U1‘-—————+ Proj(,(f)]f_1U2

c
U1 U

en dit zijn gevezelde produkten (cf. dlagram (i) van opm. (5.83)). Neem

nu bovendien aan dat U'Cy~ U en U"Cy~ U2 Dan hebben we twee dia-

grammen :

Proj(4£") lg-1U' s Proj (£ ') Ig_1U" —— Proj(.£)| f‘“1U2

en

Proj({')‘g—1U' —— Proj(4£ )lf—1U S ——— Proj(j)]f_1U

1 2

1 , c
[8) U1 U2

die beide samengesteld zijn uit gevezelde produkten, zodat zij zelf
gevezelde produkten zijn. Wegens de uniciteit van het gevezeld produkt

volgt dan de commutativiteit van het diagram

Proj(4£") lg—1U' ~— Proj(£) If’”U1

Proj(£')|g 'u" —— Proj ()|t U,
zodat, de bij ileder geschikt paar U',U verkregen morphismen (p1,P1) uit

diagram (i) te plakken zijn tot een morphisme
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Proj (4 ") —TE:ET* Proj(4f)

zodat het diagram
proj (4 1) —BEL prosi( 4)

(g,G) (f,F) N € & )

R D

commuteert. Kies nu een open affiene overdekking (Uu) van Y en daarbij
een open affiene overdekking (U&B)‘ van Y' zodat steeds U&é:w"1ua. Dan

is volgens het voorgaande het door (ii) gelnduceerde diagram

Proj(/.f')IU&B ~——— Proj(£)|u,

I - £

1 5
UQB Ua

een gevezeld produkt. Ook volgt uit de constructie van (p,P) dat

1. S,
P Proj(&)|u,ng Uy, = Proj(&")|u,

zodat, omdat de diagrammen (iii) gevezelde produkten zijn, ook (ii) een

gevezeld produkt is. (Cf. de constructie van gevezelde produkten in §3).

Gevolg 5.111: Zij (¢,8): X — Y een projectief morphisme en zij Y' een

Y-preschema. Dan is de projectie

XHYY'———»'Y'

ook projectief.

Bewijs: We kunnen aannemen dat X = Proj(qg) voor een quasi-coherente

positief gegradeerde ny—algebra A, die voldoet aan de voorwaarden (i),
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(i1i) en (iii) van definitie (5.106). Dan is ook [w]*/\f een quasi-cohe-
rente positief gegradeerde &, ,-algebra die aan deze voorwsarden voldoet.
(Hierbij is (¥,¥) het struktuur-morphisme van het Y-preschema Y'). Nu

is volgens de voorgaande propositie die projectie.
XT[YY' — Y
hetzelfde als het struktuur—rﬁorphisme
¥t = Proj([§) 4) — ¥
waarmee (5.111) bewezen is.

Lemma 5.112: Zij T een gegradeerde ring, zodat ‘I‘+ door eindig veel

elementen van T1 wordt voortgebracht. Dan geldt:

Proj(T) = § <= 3In en: VYao>n.T =0.
0 =0 "n
Bewijs (i): Stel voor elke n > n.: T, =0. Kies een homogeen element

0
0 # t€T,. Zeg: t€T,. Dan ig, als we m voldoende groot kiezen,

d

dus is t nilpotent. Dan is ook D+(t) = @, Dus is Proj(T) = @.
Bewijs (ii): Zij nu Proj(T) = @ en laat

T1 = TOX1 + ... F Toxk

D+(xi) = @, dus is X nilpotent. Als we m voldoende groot kiezen vinden

we voor elke i€{1,...,k}:

t3

Dan is, omdat T T+ voortbrengt, Tn =0 als n > mk.

1
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Lemma 5.113: (Nakayams)

Zij A een lokale ring met maximsal ideaal m. Zij M een

eindig voortgebracht A-moduul met m.M = M. Dan is M = O,

Bewijs: Stel M # O. Kies een minimaal aantal voortbrengenden Myseee,lly

van M. Wegens m.M = M is dan m,&n.M, zodat we kunnen schrijven:

my = ugm ot bum (uie_xp_) .

Nu is 1—u1¢ m, en is dus een eenheid in de ring A, zodat:
m,= (o) um, + + (1-n)
1 1 22 T 1 tt ?

in tegensprask met de minimaliteit van t.

Propositie 5.11k4: Zij (f,F): X — Y een projectief morphisme. Dan is

f(X) een gesloten deelverzameling van Y.

Bewijs: We kunnen veronderstellen dat X = Proj(4), waarbij £ een
quasi~coherente positief gegradeerde G’Y-—algebrais, die voldoet aan
de voorwaarden (i), (ii) en (iii) van definitie (5.106).

Overdek Y met open affiene stukken Ua' Dan geldt steeds:

f-1Ua = Proj(/g(Ua))

en als we bewijzen dat f(Proj(»g(Ua)) gesloten is in U,» dan zijn we
klaar. We mogen dus veronderstellen dat Y affien is. Zeg: Y = Spec(a).
Wegens de quasi-coherentie van £ is dan /3|Y =8 voor een positief ge-
gradeerde A-algebra S, waarbij S + wordt voortgebracht door eindig veel
elementen van S‘I’ terwijl So een A-algebra is van eindig type. (Ga na).
Kies nu een punt y&Y en zij m(y) het maximale ideaal van de lokale

ring @'Y(y). Noteer verder:

ly) o=
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Dan és
f—1(y) = Proj(S)HYSpec(k(Y))
(Cf. §3a). Nu is volgens propositie (5;32)
Proj(S)HYSpec(k(y)) = Proj(S@Aka)) .
Met behulp ven lemma (5.112) vinden we dan:

£7(y) = ¢ = Proj(se,k(y)) = # ==>In:Vn>n .8 8x(y)) =0 ...()

0

Zij nu pCA het priemideaal dat correspondeert met y. Kies né&lN zodat
Sn®Ak(y)=0 P & &1

Sn is een eindig voortgebracht S_.-moduul, dus ook een eindig voortge-

0
bracht A-moduul, zodat ook (Sn)E'een eindig voortgebracht Apfmoduul is.

Uit (ii) volgt:

zodat

R.AB . (sn):E = SnQAR.AB = sneAAp_ = (Sn)P_ .

Omdat p.A het maximale ideaal is van A_ en (Sn?B eindig is voortgebracht

volgt hieruit met behulp van lemma (5.113) dat

(sn)}2 =0 ,

Met (i) volgt hieruit weer:

f_1(¥2} = = (Sn)2-= 0 alsn>n veeel(iii)

0 cssnss
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Noteer nu:
a i= {xeAlem = 0} (mew)
Er geldt dan, zoals gemakkelijk is te verifiéren:

(Sm);Q: 0 <==>g.m¢2

zodat we met (iv) vinden:

f-1(y)=¢<=='=‘>_a_.n¢p_ als n > n

R 0’

Merk verder op dat & c 1 (Ga na, gebruik hierbij dat S, door 8

8
-+ 1

wordt voortgebracht). Definieer:

a:=Ua

~ nmenw ™

Dan is f(Proj(S)) = V(a) (met de notatie van §1), want:

yB¢f(Proj(S)) = f_1(yB) = = _a_n¢-_p_ als n > g

Dus is £(Proj(S) gesloten in Y, zodat de propositie is bewezen.

Lemma 5.115: Zij (Y,@Y) een gesloten deelpreschema van (X,O'X). Dan is

er een guasi-coherent & -idesal dat (Y,@'Y) induceert (in

de zin van def. (5.81)).

Bewijs: Beschouw het kanonieke morphisme
(0,¥): (1,0y) — (x,6)

(‘P is de inbedding van Y in X). Dan induceert dit een morphisme
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‘P*: O’X—_* w*G,Y .
Nu is het in opm. (4.62) gedefinieerde morphisme
5(x): v, Oy (x) — Olx)
voor elke xE€Y bijectief (Ga naj), terwijl voor elke x€Y bovendien geldt:
E(X)OW*(X)=‘¥(X) onnon-'ooocooln.'o--aooo(i)

(cf. opm. (4.63)). Voorts volgt uit het feit dat Y een gesloten deel-

verzameling is van X dat voor elke x€X\ Y geldt:

3,0y (x) =0 I € £ 9

Als xe Y, dan is er een open affiene omgeving U van x in X zodat het

door (¥,¥) gelnduceerde morphisme van affiene schema's
(uNY, 9, |uNy) — (U,&Xlu)

afkomstig is van een surjectief ring-morphisme. (Vgl. de definitie van
een deel-preschema). Hieruit volgt direkt dat dan ook voor elke x€Y

het staak-morphisme
¥(x): G’X(x), — 0Y(X)

surjectief is (Ga na). Uit (i) en (ii) volgt dan dat ¥ _ surjectief is

in de staken, zodat we een exakte rij

0 —> F — G'X 0,Q, — 0

kunnen construeren. 7{ is dan een G'X—ideaal, en er geldt:

: e,

é,(x) # 0 < x€Y .
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(Want als F(x) = G’X(x) dan is lp_x_G'Y(x) = 0, Als x€Y, dan zou ook
‘O'Y(x) = 0, tegenspraak omdat (Y,GY) een preschema is. (Ga na)). Dus
is (Y,O’Y) het door & geinduceerde gesloten deelpreschema van j('.X,OX).
Oock is & quasi-coherent: Kies een open affiene deelverzameling U van
X. Als UNY = §, dan is 4, @ |U = 0, dus Plu = O lu = (9/;(?1). Als

" UNY # @, dan is (UNY, @frlU NY) een gesloten deelpreschema van het
affiene schema (U,G’X[U), en dus ook affien. Als U = Spec(A), dan is

UNY = Spec(#/;) voor een zeker A-ideaal i. Beschouw nu de rij
~
0— i — & |Uv— w*_G'YlU——-—-* 0.

Het is eenvoudig in de staken te controleren dat deze rij exakt is.
”~

Dus i = F,

Opmerking 5.116: Zij (x,&x) een preschema. Kies een open deelverzameling

UCX en definieer:

7 (U):= {nilpotente elementen van G‘X(U)} .

Als VCU een tweede open deelverzameling is van X, dan voert het res-
trictie-morphisme G'X(U)—-—* @'X(V) nilpotenten over in nilpotenten,
zodat we restricties M U) — (V) hebben. Hiermee verkrijgen we een

preschoof ML(-) die na verschoving een G’X-ideaal ‘nX levert.

- Definitie 5.117: Het in voorgaande opmerking ingevoerde G’X-ideaal ’nX
heet het nil-radikasl van O’X.

Merk op dat ’ﬂ,X(U) wordt gegeven door die elementen nee’X(U) , Waarvoor
geldt dat voor iedere x€U het door n geinduceerde element nxe B'X(x)

nilpotent is. Ga ook na dat ﬂX quasi-coherent is.

Definitie 5.118: Een ring A heet gereduceerd als het nilradikaal van A

het nulideaal is. (A bevat geen nilpotenten).
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Definitie 5.119: Een preschema (X,G'X) heet gereduceerd als het nil-
radikaal nX nul is.

Opmerking 5.120: (X,G’X) = Spec A is gereduceerd dan en slechts dan als
A gereduceerd is.

Bewijs: Ga na.

Opmerking 5.121: Een preschema is gereduceerd dan en slechts dan als

elke staak geen nilpotenten bevat.

Bewijs: Ga na.

Lemma 5.122: Zij (X,O’X) een preschema en zij ’)’LX het nilradikaal van

G’X. Dan is het door ’nx geinduceerde deelpreschema van

(%, 0y

onderliggende topologische ruimte.

) het enige gereduceerde deelpreschema met X als

Bewijs: Voor elke x€X is uiteraard %X(x) # @;{(x), zodat het door

M. geinduceerde deelpreschema van X gegeven wordt door
X 7

s |
(X, X/ ) .
%X

Bovendien is dit een gereduceerd deelpreschema van X. Zij nu (X,G’}'()

een deelpreschema van (X, G‘X). We kunnen dan opmerken, dat, als

ye O’X—-——> G‘}'c

het kanonieke morphisme is, dit surjectief is in de staken (Dit volgt

uit de definitie van een deelpreschema). We kunnen dus een exakte rij

0 — F - 0%

1
‘y,o'}'( > 0

&

vormen, waarbij 9 een quasi-coherent @'X—ideaal is. (Vgl. het bewijs
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van lemma (5.115)). Kies nu een open affiene deelverzameling U van X.

7ij OX(U) = Ay P2(U) = i (een ideaal van A). Dan is G’}'((U) = A/i.
Omdat voor elke xRGU Spec(A) geldt

A
Oyx) = B #o
s

geldt ook dat iep voor elk priemideaal pCA. (Ga na), zodat i bevat is

in het nil-radikaal van A. Met andere woorden:

icn,(v)
zodat we voor elke open affiene deelverzameling U van X vinden:
~ PN’
v =1 eN(v) = Nlu

wat zeggen wil dat P een sub—@’x—ideaal van nX is. Als we nu aannemen

dat (X,G’}'() gereduceerd is, maar niet gelijk aan het door %X geindu-
ceerde deelpreschema van (X,@‘X), dan is er minstens é&n x€X te vinden

zodat
FE(x) g ’ﬂ/X(x) .
Dan is de staak
. G'x(xy
G?&(X) = gZ(x)
niet gereduceerd, tegensprask. Dus
C%k
(Xs®'}'(> = (X9 /’lX)

Lemma 5.123: Zij (X,G’X) een preschema en zij Y een gesloten deelver—

zameling van X. Dan bestaat er een gesloten deelpreschema

(Y, 0y) van (X,04).
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Bewijs: (i) Neem eerst aan dat X affien is. Zeg: (X,@'X) = Spec(A). Dan
is er een idesal 1iCA met Y = V(i), en bovendien mogen we veronderstellen:
is= /_}-. (Cf. §1). Dan is A/i een gereduceerde ring en hebben we een ge-

reduceerd gesloten deelpreschema
(Y,G’Y):= Spec(£/3)

(ii) Laat nu de eis dat X affien is,A vallen. Kies een open affiene over-
dekking (Ui) van X. Zij U zo'n overdekkingselement, met U = Spec(A).
Omdat YN U gesloten is in U, kunnen we volgens (i) een gesloten deel-
preschema (YﬂU,G’YnU) van (U,&X[U) vinden dat bovendien gereduceerd
is. Zij nu V een tweede overdekkingselement met VCU. Analoog als voor

U vinden we een gereduceerd gesloten deelpreschema (YOV, G’Y ) van

nv
(V,G’X|V). Ook hebben we het gesloten deelpreschems (an,&y ()UIY nv)
van (V,GX,_V), dat eveneens gereduceerd is. (De staken zijn immers

gereduceerd.) Dus is volgens lemma (5.122)
(xnv, Oy ) = (XOV, Gy f Y AY)

zodat we de bi] elke Ui geconstrueerde gereduceerde gesloten deelpre-

schema's

(Y(\Ui,@’ )

INU,
i

van (U. ,@XIU]._), plakken tot een gesloten deelpreschema (Y,G’Y) van

1
(X,Gx).

Propositie 5.12k: Als (X,G'X) een preschema is, en Y is een gesloten

deelverzameling van X, dan is er een guasi-coherent

_@'__X—ideaal % dat een gesloten deelpreschema van X

induceert, waarvan de onderliggende topologische

ruimte Y is.

Bewljs: Een direkt gevolg van lemma (5.115) en lemma (5.123).
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.Stelling 5.125: Elk projectief morphisme is proper.

Bewijs: Zij (Y,EYY) een preschema en zij £ een quasi-coherente positief
gegradeerde C?Y-algebra die voldoet aan de voorwaarden (i), (ii) en (iii)

van definitie (5.106). Zij bovendien

Proj(4)

(£,F)

het struktuur-morphisme. Den is volgens prop. (5.108) (f,F) van eindig
type, en volgens prop. (5.109) ook gescheiden. We moeten dus nog be-

wijzen dat voor elk Y-preschema Y' de projectie
Proj(4 )HYY' —_—

een gesloten morphisme is. Omdat volgens gevolg (5.11) deze projectie
een projectief morphisme is, is het dus voldoende om te bewijzen dat
elk projectief morphisme gesloten is. Dat wil zeggen: We kunnen vol-
staan met te bewijzen dat (f,F) een gesloten morphisme is.

Noteer: (X,ﬁ?x) = Proj(48). Zij V een gesloten deelverzameling van X.
Kies een open (affiene) overdekking (Ui) van Y. Om te bewijzen dat
(f,F) een gesloten morphisme is, is het voldoende om deze eigenschap

te controleren voor de door (f,F) geinduceerde morphismen

Proj(A(u,)) = (’(f_1Ui,e'le-1Ui)

spec(O (U, ) =—(u,, &, |U,)

Met andere woorden: We kunnen volstaan met het geval, waarin Y affien
ts, te controleren.

Zij derhalve S een gegradeerde A-algebra, zodat S+ wordt Voortgebracht
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door eindig veel elementen van S1.en zodat SO een A-algebra is van

eindig type. Beschouw het struktuur-morphisme

Proj(s)
(g,G)
Spec(A)
en noteer: (X,C?X) = Proj(8S). Zij V een gesloten deelverzameling van X.
Dan is er volgens prop. (5.124) een quasi-coherent C?k—ideaal F dat

een gesloten deelpreschema (V,C?V) van (X,sz) induceert. Dan is er

volgens prop. (5.82) een gegradeerd ideaal i van S, zodat

(v,O_) = Proj(s/i), en zodat, als

v
Me S = S/i
het kanonieke morphisme is, het diagram

[s
Proj(SQL)%§;37;7+ Proj(8)

commuteert. Nu is S/i op kanonieke manier een gegradeerde A-algebra,

en is Proj(S/i) een projectief Spec(A)-schema, waarvan het struktuur-
morphisme door (g,G) wordt geinduceerd (Ga na). Derhalve is het vol-
doende om te bewijzen dat, als (f,F): X —> Y een projectief morphisme
is, f(X) een gesloten deelverzameling is van Y, en dit volgt direkt

met behulp van prop. (5.11k).



§A. Appendix

Propositie A.1: (Lemms van Zorn)

zij (8,€) een partieel geordende verzameling. Als bij

elke met < lineair geordende deelverzameling T van S

een element toes bestaat zodat YteT. t < tys dan is

er een maximaal element 5,€ S.

Bewijs: Zij bijvoorbeeld ]_—K] ,» pag. 33.

Gevolg A.2: Elk ideaal a # R van een ring R (commutatief, met eenheids-

element) is bevat in een maximaal ideaal.

Bewijs: Pas het lemma van Zorn toe op het met de inclusie-relatie par-

tigel geordende systeem
¥':= (b|p ideeal van R en aCb} .

Definitie A.3: Een commutatieve ring met eenheidselement R heet noethers

als elke stijgende rij idealen
&, g &, ? vos
na eindig veel echte inclusies afbreekt.

Propositie A.4: Voor een commutatieve ring met eenheidselement ziin de

volgende drie uitspraken aequivalent:

(1) R is noethers.

(i1i) Elke niet-lege verzameling idealen bevat een maxi-

maal element.

(iii) Elk ideaal a van R is eindig voortgebracht.

Bewijs: Cf. [2S], Ch. IV, §1.

F
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Propositie A.5: Als R een noetherse ring is, dan is ook voor elke nglN

de polynoom-ring R E)_{1 se s ,Xn] noethers.

Bewijs: Cf. [ZS], Ch. IV, §1.

Definitie A.6: Een ideaal g in een ring R heet primair als voor elk
tweetal elementen a,b€R met abeg geldt:

a¢g=> dnen. bne_q .

Opmerking A.T: Als g een primair ideasl is, dan is ‘/.‘I een priem-ideaal.

Bewijs: Ga na.

Stelling A.8: Zij a een ideaal van de noetherse ring R. Dan bestaan er

eindig veel primaire idealen Qyse-+5q; zodat

Kiest men dit stelsel {_q.i} minimaal, dan geldt

i#5=> /g #

terwijl bovendien het stelsel priemidealen {/_c_l_i} van zo'n

minimeal stelsel &énduidig door a bepaald is.

Bewijs: Cf. [Wa] (II) §108 e.v.

Ga de meetkundige betekenis van deze stelling na!

Opmerking A.9: Als A een noetherse ring is, en M een eindig voortgebracht

A-moduul, dan is elk sub-A-moduul van M ook eindig voort-—

gebracht.

Bewijs: Cf. [CE], I, sT.
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Tot slot enige opmerkingen over projectieve en injectieve limieten. We
-zullen hierbij begrippen zoals categorie, functor (co- en contravariant),
functor-morphisme, duale categorie bekend veronderstellen. (Cf. bij-
voorbeeld [Mi]).

Opmerking A.10: Zij (I,4) een partieel geordend systeem. We kunnen dit

systeem als volgt als categorie opvatten:
Objecten: De elementen van I.
Morphismen: (i) Als a,BeI en o < B, dan is er precies &én morphisme
¢g: o —> 8.
(ii) Als a,B€I en niet a < B, dan is er geen morphisme
van o naar: B.
(iii) Als a,B,yeI en a < B < v, dan is ¢>$a¢g = ¢>$.
- Uit (iii) volgt dat voor elke o&I ¢z de identiteit is. Als we (I, %)

opvatten als categorie, dan noteren we:

(I,<)

Definitie A.11: Een projectief systeem in een categorie C is een contra-

variante functor
(Ix)—¢

voor enig partieel geordend systeem (I,<).

Definitie A.12: Een injectief systeem in een categorie C is een cova-

riante functor

(I4) —¢C

voor enig partieel geordend systeem (I,<).

Er bestaat slechts een louter formeel verschil tussen de definitie

van een projectief systeem en die van een injectief systeem.

&
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Z2ij nu

(I,4) —— Ens

een projectief systeem in Ens. Dan hebben we voor iedere i €I een ver-

zameling X, := 8(i) en voor iedere i,j €I met i > j een morphisme

gegeven door w3:= 6(¢g) (met de notaties van opm (A.10)). Er geldt dus,
als 17> j » k:
i

o=y

Beschouw nu het cartesisch produkt 1 Xi’ tezamen met de kanonieke
. . iel
projecties

{tr: I X,— X1} .
o sef L oael
Definieer als volgt een deelverzameling van HXi:
_ . . i _
= {(xi)iEHXi | als i > j, dan wj(xi)
en voor elke a€I een morphisme

T
= e— m —% X ]

Definitie A.13: Het paar (X, {1r } ) heet de pgo,]ectleve limiet in Ens

van het progectleve systeem {X ,w } . Notatie:
%m X, := (X,{ﬂa})

(Deze notatie is slordig!).
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Opmerking A.1h: (Met de notaties uit de voorgaande definitie). Zij Y

een verzameling, en laat voor elke o&I een afbeelding
’na: Y ——> Xa

gegeven zijn, zodat, steeds als o > B, het diagram

commuteert. Dan is er precies é&n afbeelding
N: Y— X

zodat voor elke o eI het diagram

commuteert. (Ga na).

Opmerking A.15: Als we twee projectieve systemen

6: (I,) —BEng ; 0': (I,4) ~ Ens

bij hetzelfde partieel geordende systeem (I,4) hebben, en als we noteren:
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= 6(3) . xlem 81(2) . tiez a(a9) . at.o ar(ad
X.:=0(i) 3 Xl:=0'(i) Vs 0(¢3) pyi= (¢5)
(als i > j) en als bovendien voor elke i€ I er een afbeelding
a.: X, = X!
i i

gegeven is zodat voor 1,j€I met i > j het diagram

]
[ :
e

ol

b
hel
Cay e

m[
e
Cote ~e

commuteert, dan is er op kanonieke manier een door het stel {Zai} bepaalde

afbeelding
lim X, —=— lim X!

zodat, als

. - . t Y 3 1 1
ﬁoc' l;m Xi_.?_‘) Xoc 5 Tfa. l;m Xi e Xoc

de kanonieke projecties zijn, voor elke o€ I het diagram

lim X, ——2e 1im X!
r—— ] — ]
T l T
T lﬂ'
al . , o
X — X
[+ o

commuteert. (Ga na). Bovendien, als elke a, een isomorphisme is, is ook

a een isomorphisme,
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Laten nu C en D twee categoriegn zijn. Dan noteren we

Hon[C,D]

voor de categorie, die we verkrijgen door als objecten te nemen de co-
variante functoren ven C naar D en als morphismen de functor-morphismen.
De verzameling van functor-morphismen van een object F naar een object

G uit deze categorie geven we aan met

[F,q] .

We noteren verder

Eon[c®, ]

voor de categorie van contra-variante functoren van C naar D en hun
functor-morphismen. Ook nu geven we de verzameling van functor-morphismen
van een contra-variante functor F naar een contra-variante functor G

uit deze categorie aan met

C[Fq]

Opmerking A.16: Zij nu

FeHon[C,Ens] .

Als A een object is uit C, dan definiren we een covariante functor
K': ¢ — Ens

met

£ (X) 1= C(A,X) als X&C

mh(4)(£) 1= gor als ¢€C(X,Y) en E€H(X) .
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(De.ze functoren we ook wel met C(A,-);) Beschouw nu
se[mhF .
Dan hebben we een element n&€F(A), gedefinieerd door:
(a): E(A) — F(A)
id ¥ 7

Omgekeerd, als n€F(A), dan is er bij n een @ne[HA,FJ te definiéren:
Zij namelijk X€C. Definieer:

o (X): 7 (X) —— F(X)
g —— F(£)(n)

Omdat, als a€C(X,Y), het diagram

o (X)
7 (x) D, F(X)

HA(OL) F(a)

1 (y) -

F(Y)
¢, (Y)

commuteert (ga na), is <I>n een functor-morphisme.

Propositie A.17: (Yoneda-lemma). Er is een bijectie

-

[HA,F] = F(4)
» ¢ > 0(4)(id)

<I>n<——-0n

v
- (met de notaties uit de vorige opmerking).
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Bewijs: We moeten laten zien dat beide gegeven afbeeldingen elkaars

inversen zijn, en dat is direkt te controleren.

Definitie A.18: Zij FeHom]:C_I,Ensl en zij A€C. Dan zeggen we dat, als
n€F(A), het paar (A,n) de covariante functor F repre-

teert, als het in opm. (A.16) bij n geconstrueerde
functor-morphisme <I>n een isomorphisme is. In dat geval

heet F representeerbaar.

Opmerking A.19: Zij Fe Hom [g,Ens], en A,A'€ C met n€F(A) en n'e@F(A'),
en laten (A,n) en (A',n') beide de functor F representeren. Dan is er

een isomorphisme A: A > A', zodat bovendien A(n) =n',

Bewijs: A wordt als volgt verkregen:

o=

Lo (an) 3~ (ar)
g (ar) L F(ar) s g (ar)
<
id ¢ > A
\/

(Ga na).

Zij nu Ge Hom[g_o,Ensl en zij A een object van C. We hebben een bij A

te construeren contra-variante functor HA’ gegeven door:

r
H,(X):= C(X,A) @Ens als X€C
3

Hy(¢)(g):= g0 als $@C(X,Y) en geH,)(Y)

s

H, wordt ook wel genoteerd met C(-,A). Bij elk functor-morphisme
se HA,G]

vinden we een element ¢(A)(id)&G(A), en omgekeerd kunnen we bij elke

n&G(A) weer een functor-morphisme <I>n€ [HA,GJ definiéren door te nemen:

£
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@n(x): HA(X) — G(X)

g—> G(&)(n)

(Ga na).

Propositie A.20: (Duale Yoneda-lemma). Er is een bijectie

[HA,G] G(a)
< & —— ®(A)(id)

R |
n n

Bewijs: Ga na.

Definitie A.21: Als GeHom]:gO,EnSI en A€C, neG(A),v dan representeert

het paar (A,n) de contravariante functor G als het bij

n geconstrueerde functor-morphisme @ne[HA,G] een iso=-

morphisme is. Ook nu heet G in dat geval representeerbaar.

Opmerking A.22: Als ‘GeHoml_QO,Ens ; AL A'eéC; neG(A), n'eG(A'), en als

(A,n) en (A',n') beide G representeren, dan is er een

isomorphisme A: A== A' zodat A(n) = n'.

Bewijs: Ga na.

Opmerking A.23: Zij C een categorie en (I,X) een partieel geordend

systeem., Zij

6: (LX)— ¢

een projectief systeem. Zi]j steeds X, = 8(i) en 11)3 = 6(¢g). Kies nu YEC.
Voor elke i &I hebben we dan een verzameling _Q(Y,Xi)eEns. Mls i,jel

met i » j, dan hebben we bovendien afbeeldingen
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~

i
KJ‘(Y); E(Y,Xl) — __C_(Y:XJ)

Q lin.-oc

v

Bovendien geldt, als i > j » k, dat
J i !
Kk(Y)on(Y) K (Y)
zodat we een projectief systeem
e(Y,X.), «X(1)}
— b ol 9 J
in Ens vinden. We hebben derhalve een projectieve limiet in Fns:
lim g(Y,Xi)

en we kunnen aan elke Y& C zo'n verzameling toevoegen. Zij nu B@_(_;‘_(Y1,Y2)

Dan hebben we voor elke i€ I een afbeelding

[ >
i
Q(Y1 ’Xl) — Q(Yz’xi)

OB i 0y

v
en voor elke 1,j€I met i > j commuteert het diagram

~ ST %y) e ()
. i .
1 1
Kj(Y1) Kj(YQ)
P T ——
c(¥,,x,) = C(Yz,XJ.)
J

Volgens opm. (A.15) bepalen de afbeeldingen Bz' op kanonileke manier een

morphisme



v
. B .
;;m.g(Y1,Xi) ——— ;;m‘g(Yz,Xi) .

We hebben zo een contra-variante functor

ingevoerd.

Definitie A.2L:

Opmerking A.25:

xin (%) [c°,Ens]

Als C een categorie is, en de hiervoor gedefinieerde

contra-variante functor

%@- Q(-,Xi)e [QO,EQ_SJ

is representeerbaar, en wordt gerepresenteerd door het

paar
(X,(p;);)

. met Xé?Q_en (pi)iEB;im_g(X,Xi), dan heet (X’(pi)i) de
I

projectieve limiet in C van het projectieve systeem

i
, ook {(slordig!) genoteerd met
lim Xi .
I

Er bestaat een functorieel isomorphisme

Bewijs: Ga na.

&

. N . .
;%1_1 _Q(Y,Xi) ~—— C(¥,1 ;m X.)

(p; £); ~—— ¢
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Opgave: Vertaal de vorige opmerking tot een propositie, analoog aan
opm. (A.1k4).

Opmerking A.26: Als (X,{pi}i) en (X',{pi}i) beide projectieve limiet

zijn van het zelfde projectieve systeem, dan bestaat er een isomorphisme

X === X' zodat het diagram

X —r ¥
1]
P\i\« / b
X.
1
commuteert voor elke i€I. (Cf., opm. (A.22)).

We kunnen, door de voorgaande definitie van een projectieve limiet in
een categorie C te dualiseren, de injectieve limiet in C definiéren:

Zij
.95 | ide1, i< §)

een injectief systeem in C. Kies YEC en definieer een projectief systeem

in Ens als volgt: Als i €I, dan hebben we de verzameling
_C_(Xi,Y)eEns

en als 1,J€I met i < j, den is er een morphisme

i
KJ.(Y): g(xj,y)———> _q(xi,y)
<

E e aowg

Dan is

{_q(xi,Y), %(Y)}
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een projectief systeem in Ens, zodat we een projectieve limiet

n O(x,,Y)

hebben voor elke YE&C. Als voorts BE?Q(Y1,Y2), dan hebben we voor elke

i€l een morphisme
B(i)- c(X.,Y,) — C(X.,Y,.)
w» SN =77
£ b—— Bof

en het is direkt te verifiéren dat de diagrammen

o B(i)
.-C-(Xi’Y’]) —-_::-—'* 'Q(XI’YQ)
K".j(Y ) K‘?(Y )
1 1 B(j) 172

e,y x5y

commuteren, zodat er volgens opm. (A.15) een kanoniek morphisme

B
Lim C(X,,Y,) —— Lim C(X.,Y,)
I * I J

bestaat. Hiermee hebben we een covariante functor
%&Q(Xi’-)s [¢,Ens]
gevonden.

Definitie A.27: Als deze functor representeerbaar is, en het paar
(X,{qi}i) met X€C en

P
{q; 1, ,l_ﬂi;ng(xi,X)



Opmerking A,28:

en als (X’(qi)i

A.15

representeert hem, dan heet dit paar de injectieve limiet

in C van het injectieve systeem
i
{Xi,wj}
ook (slordig) genoteerd met
lim Xi .
I

Er bestaat een functorieel (in Y) isomorphisme

r

{€oqi}i —g

N

) en (X',(qi)i) beide injectieve limiet zijn van hetzelfde

systeem, dan is er een isomorphisme X —— X' zodat het diagram

commuteert.

X—— X!

w\/

Enige bijzondere gevallen:

(1) I = {1,2}, geen orde-relaties: Dan, als {Xi}ieen bijbehorend pro-

Jectief systeem is, wordt de projectieve limiet (zo deze bestaat) ge-.

geven door een diagram

- Py Ps
XX %

met de eigenschap dat elk diagram



X1‘ Y 'X‘2

<

(X,p1,p2) heet het produkt van X, en X,. Analoog voor elke verzameling
I zonder orderelaties.

Als nu {Xi}“een bij I behorend injectief systeem is heet de injectieve
limiet {X',q1,q2} de som ven X, en X,, en wordt (zo hij bestaat) ge-

karakteriseerd door diagrammen die duaal zijn aan die voor het produkt.

Voorbeeld: Als de categorie Ab is, dan is X = X,8X,, met de kanonieke

projecties p;: X— X, (i = 1,2). Ook is X' = X;QX'jmet de morphismen

2
a r
. ! 1 ] . 1 1 1
q1. X1 —— X1,$X2 q2. X2 —_— X @Xz
4 H £
a8 F——— a®0 b - 0b
L C

Een analoge situatie hebben we in elke moduul-categorie MR' In CRg
hebben we voor het produkt een analoge situatie als in Ab. Voor de som
echter niet. (q1 en q, zouden het eenheidselement niet in het eenheids-
element (1,1) van X' overvoeren). Toch bestaat in CRg wel de som:

(X’,q1,q2) wordt daar gegeven door
ad
44

| 1] . 1
L= 8K, — X

4 g bkb————> 3R

1% +———D
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In de categorie van commutatieve A-algebra's met eenheidsezlement CAlgA

1 1 !
wordt X' gegeven door X1®AX2'

(i1) I:= {1,2,3} met de orderelaties 2 =< 1 en 2 < 3: Zij

1 ' r. . ' . . 1 [ 22 s s .
{X1,X2,X3, a, i Xy = X3 % X, — X3} een bij I behorend injectief

systeem in een categorie C. Dan wordt de injectieve limiet‘{X';q1,q2,q3},

z0 deze bestaat, bepaald door de volgende eigenschap: Als YEC en het

diagram

commuteert, dan is er precies &&n £': X'—— Y zodat het diagram

commuteert. (Ga na; merk ook op: 9, = q3oa3 = qqoa1). Deze injectieve

limiet heet de gevezelde som van X% en Xé over Xé en wordt genoteerd

met

1 H
X! }Z{l X}
2

Voorbeeld: Als C = CRg, dan zijn Xé en Xi twee Xé-algebra's, dan voldoet

de ring

&



1 = ! 1
X XTQXéXS

waarbi] 4ys Uy» Qg Begeven zijn door:

r -

44 \ 43
1 1 1 1] 1
X1-—————$ X1@X'X3 X3 e S X1®X,X3
2 2
{ H 4
x1 - x1®1 x3 - 1®x3
\/ /
r X! ——ii%—+ x|, X!
2 1°X'73
2
<
X, b— a1(x2)®1 = 1®a3(x2)

Als C = Ab, dan verkrijgen we (X',q1,q2,q3) als volgt: Zij
X":= X18X8X5. Zij N de ondergroep van X", voortgebracht door de ele-

menten van de vorm

1"t
Den is X' = X /N en SRR PET zijn de betreffende kanonieke morphismen.

(Ga na). Zij nu

{x1,x2,x3; 61:AX — X

3" 73

een bij I behorend projectief systeem in de categorie C. Dan wordt de
projectieve limiet bepaald door de universele eigenschap, duaal aan
die van de gevezelde som, zoals hiervoor aangegeven, en heet het

gevezeld produkt van X. en X, over X,. (zo deze projectieve limiet

1 3 2
bestaat).
Voorbeeld: Als C = CRg, dan is dit gevezeld produkt (dat in het algemeen
met
X I, X
1 X2 3

wordt aangegeven) de deelverzameling van X1®X3, gevormd door de elementen

£
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van de vorm (x1 ,x3) waarvoor geldt: 61(':(1) = 83(x3). (Ga na). Analoog

voor Ab, Gr, Ens.

Definitie A.29: Zij C een categorie. Een object ptE€C heet punt-object

als er voor elk object YE( precies &én morphisme

Y — pt bestaat.

Definitie A.30: Een object cpt€C heet een copunt-object als er voor elk

object YE&C precies &én morphisme cpt — Y bestaat.
(Bijvoorbeeld: ZE€CRg; ¢ €Ens).
Opmerking: pt en cpt zijn (zo zij bestaan) op een isomorphisme na één-

duidig bepaald. Ga na dat men pt en cpt ook met behulp van represen-

teerbare functoren kan .definiéren.

Definitie A.31: Een object OEC heet een nul;obg'ect als 0 zowel punt-

als copunt-object is.

Opmerking A.32: Als C een categorie is met nul-object en gevezelde

produkten, dan is de kern van elk morphisme een gevezeld
produkt.

Bewijs: Kies als projectief systeem (als o: X — Y het betreffende

morphisme is),
(X,¥,03 0t X=—=> Y, O =—> Y)
als 0 het nul-object is van C. (Ga na)

Opmerking A.33: Door dualisatie van opm. (A.32) volgt dat in een categorie

C met nul-object en gevezelde sommen, elke cokern een

gevezelde som is.
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Nu nog enige incidentele opmerkingen..

Opmerking A.34: Zij C een categorie en zijn A en B twee objecten uit C.

Dan hebben we:

Bewijs: Definieer A:= @(A)(id)E€ C(A,B) en u:= @(B)_1(id)eg(B,A) als

¢: H, —~— H

A B

het functor-isomorphisme is. Uit de commutativiteit van de diagrammen

HA(A) HB(u)
H,(B) —=— H,(4) Hy(A) Hy(B)
8(B) |§ - flea) 3 e(a)fs §le(B)
HB(B) W HB(A) HA(A) —W HA(E)

volgt dan dat deu = id en ued = id.

Opmerking A.35: Zij C een categorie met gevezelde produkten en zij

n€C(Y;Z). We hebben dan een gevezeld produkt

Py
Y,z —=— 3

Py id

Y m—— 7,

P, is dan een isomorphisme.

BeWijs: Volgens de definitie van een projectieve limiet hebben we een

functorieel (in X) isomorphisme

g(x,mzz) x p_(x,y)ng(x,z)g(x’z)
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zodat het volgens opmerking (A.34) voldoende is, te bewijzen dat de

projectie

Q(XgY)HC(X,Z)_Q(X,Z) — _Q(X,Y)

in Ens een isomorphisme is. Met andere woorden: Het is voldoende om
de bewering te bewijzen in het geval C = Ens. In dat geval wordt de
projectie P, gegeven door:

Y2 = {(y,2)e ¥z | ny) = 2} 2> v

(y,2) m—m——— ¥
zodat de bewering bewezen is.

Opgave: Bewijs op da menier van de vorige opmerking, dat het in opm,

(3.41) vermelde kanonieke morphisme

XHSY B SHSHTS(XHT’I)

een isomorphisme is.

Opmerking A.36: Zij (I,<) een partieel geordend systeem. Zi] Jel,
zodat geldst:

(1) Yieidjed. i< j
(11)  Videddjped. § < i) en < i,

Zi]j voorts {Xi,wg}I een bij (I,<) behorend injectief

. . . i
Systeem in een categorie C. Dan is ook {Xi’wj}i,jeJ

een injectief systeem. Er geldt:

lig X; = lim X, .
I J
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Bewijs: We hebben voor elke i€&€J een kanoniek morphisme

Q¢ Xif—* l;;g X

zodat de di egrammen

—_>I o

Xi i
i .
. lim X
lp;j/)
q.
X.
3 dJ

commuteren. Dan is er een éénduidig bepaald morphisme

g: lim Xi — lim Xi
J I
dat bepeald wordt door het stel {qilieJ }, en er is een door q geIndu-

ceerd functiorieel (in Y) morphisme

(Ga na). Dit induceert, wegens de definitie van een injectieve limiet,

een functorieel morphisme

<1_i_mg(xi:,y) = C(lim X,,Y) ~— C(1lim X;,Y) = }E‘LE(Xi’Y)
J J I I

zodat het volgens opm. (A.34) voldoende is, om te bewijzen dat dit
morphisme een isomorphisme.is. Met andere woorden: Het is voldoende om
te bewijzen, dat als {Yi,wg}l een bij (Is&) behorend projectief systeem
is in Ens, en {Yi’wg.}J het bij (Js<) behorend deel-systeem hiervan is,

het kanonieke morphisme (duaal geconstrueerd als q)

T li_»m Yi~—> J_._}} Yj

bijectief is. Welnu:
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;%n Y, = {(_‘V-i)eg Y. ] "’i(yj) =y, als i< j}
4
im Y, = {(yj)€‘l}Yi‘ I w__{(yj) =7y; \als i< j}

T wordt nu expliciet gegeven door:

-
7 lim Y, = lim Y.
T * g Y

R ¥ )ies

d

(i) 7 is injectief: Beschouw twee elementen

1Y @13 .
(v;)1: (i) ;%1 ¥,
en neem aan dat voor elke i€J geldt: y; = yi. Kies nu j€I. Dan is er
een 1€J te vinden zodat j < i. Dan is w;:-(yi) = yj en gb;(yi) = yj’

zodat wegens y. = yJ!_ volgt: yj = .Vj-

(ii) m is surjectief: Beschouw een element

. e
(7; ;8o ¥, .
J
Kies i€I. Den is er een j&J zodat i < j. Definieer nu:
tem 49

Dan is voor elke j&€J yj = Vi en als i1 > i2 met i1,i261, dan geldt,
als

.

J
) 5oyl =20y )

51(
vt o= (y
1 1 1, 1, 735

1 1 99

met j,,j,€J,
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i i, i, 3, 3
1 191 1 91 Yo
. (P ) =9, . (y. ) =9 . . (y. ) =
1 1y 1 1 d o 1 9 7 dg
J i, J J
=900y, ) =02 0005 ) = 0B ) =y
2 9o 2 J2 dg 2 Jdp 2

als joeJ gekozen wordt, zodat, jo > j1 en 'jO > j2. Derhalve is
1] & 13
(v})[€1 im Y.

en ook w(y:!L)I = (yi)J.

Opmerking A.37: Laten (I,4) en (J,4) twee partigel geordende systemen

zijn. Dan is met de orderelatie
(11,3,) € (i) = i, <i, en j <],

ook (INJ ) een partieel geordend systeem. (We geven - slordig - in

deze drie systemen de orderelatie steeds met < aan). Zij nu

8: (INJ, <) — C

een injectief systeem in een categorie met injectieve limieten C, en

noteer:

.. i1’jT i1j .. . s

Voor elke j&€J hebben we dan een injectief systeem

1494

. . 0 . bij (I,‘() ing nanacto'o-noct(i)
1sdo 11-412

{jé. 30

2%
1sd

Dus is er voor elke j&€J een injectieve limiet van dit systeem (i),

sangegeven met



.

j. ? 1,j

Zij nu j1 ,j2€J met j1 < j2. Dan hebben we voor elke i€ I een morphisme

i’j1
. —— X

wl)Je 1’J1 130]2

terwijl, als :'L1 ~< i2 met i ,12€I het diagram

1

—

X. . ..
11294 112dp

12 3J 1 1‘2 9J2
commuteert. We verkrijgen zo een morphisme

o,
dp 94 I

(cf. opm. (A.15)), en derhalve een injectief systeem

. ‘31}
o0t <5,

en daarbij een injectieve limiet

X:= lim Xj = lim lim Xi,j .
J J
Bewering: Er is een kanoniek isomorphisme

X=1im X.. .
g Y
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Bewijs: Kies (i,j)EINJ en beschouw het kanonieke morphisme
e N | .. 1 ) L. =

Dan commuteren de diagrammen

X,
1294

~_
/

als (i1,j1)‘< iie,jz). Derhalve is er een uniek bepaald kanoniek mor-

ie’j

phisme

en een hierdoor gelnduceerd morphisme, functorieel in Y,
_C_(lﬂ Xi st)_g(X:Y) .
9

Dit induceert (Cf. de definitie van een injectieve limiet) een functo-

rieel (in Y) kanoniek morphisme

im C(X. .,Y) +—=1lim 1im C(X., ., Y
b ) TR O
Volgens opm. (A.34%) is het voldoende om te bewijzen dat dit functoriele
morphisme een bijectie is, Met andere woorden: We kunnen volstaan met
het bewijzen van de volgende bewering:
i1’j1
Als {X. .;wi .
193 2’0]2
het partieel geordende systeem (INJ,X), dan is het kanonieke morphisme

. . . . e ojectief t is 1 bij
}(11’Ji)>(12’32) en projectief systeem is in Ens bij
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im X. , <= lim 1lim X. . D P - & 1
?[-II—J" 1,J EJ 4l]:— 1,J ( )

een isomorphisme. Dit laatste laat zich gemakkelijk expliciet verifidren.
(Ga na).

Opgave: Ga na hoe men de commutativiteit van diagrammen, zoals in opm.

(3.41) kan controleren, door te verifiZren dat de overeenkomstige dia-
grammen in Ens commuteren.
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I.1
Index

' Affien Schema
GVX-Algebré
Algemeen punt
Coherent C?X-moduul
Cokern van.een morphisme van G&;modulen
Copunt-object
Deelpreschema
(geInduceerd door een fyx—ideaal)
(gesloten)
(open)
Deelschema (affien gesloten)
Diagonaal van een morphisme
Direkt beeld van een schoof
Duael & -moduul
van Eindig type (G?eroduul)

met Eindige presentatie’ (©_-moduul)

Exakte rij van © X—modulen *
Gegradeerde A-algebra .
Gegradeerde C?Y—algebra
Gegradeerde R-moduul
(met eindige presentatie)
(vah eindig type)
(vrij)
Gegradeerde ring
Gegradeerde ringen (schoof van)
Geheel element
Gereduceerde ring
Geringde ruimte
Gevezelde produkt van preschema's
Grafiek van een morphisme
Homogeen element

Homogeen ideaal

&

2.17
4.50
1.10, 3.7
L.39
4.18
A.30
3.20
5.81
3.23
3.22
3.19
3.18
L.60
L.ok
L, 3k
L. ko
L.31
5.9
4.53
5.10
5.43
5.42
5.41
5.1
k.51
1.32
5.118
3.1
3. 11
3.17
5.4
5.3
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CVX-ideaal’
Immersie

(gesleten)

(open)
Injectieve limiet

(ven & X—madﬁlen)
Injectief systeem
Inverse beeld van een scheef
Inverteerbasar éfx—moéuul
Irreducibele deelverzameling
Kern van een morphisme van C?X—modulen
Lokaal homomorphisme .
Lokaal vrij C?X—moduul

(van rang n)
Lokale ring
& ~moduul

(sub- 6%(4moduul)
Morphisme (van eindig type)

' (ven -gegradeerde R-modulen)
(gesloten)
(gescheiden)

(ven © X—modulen)
(open)

(van preschema's)
(ven S-preschema's)
(van preschoven)
(projectief)
(proper)

Multiplicatieve deelverzameling van een ring

Nilradikeal (van E}X) "
(ven een ring)

Noetherse ring

Nul-object

Partieel geordend systeem

&

2.T9
3.2k
3.25
3.25
A.27
4,20
A.12
b.6k -
.ot
1.9 5, 3.7
h.17
2,19
L,95
4.96
1.3h
4.1
L.s57
5.88
5.15
5.96
3.38
4.8
5.96
3.4
3.13
2.5
5.107
5.97 -
1.18
5.117
1.26
A.3
A.31-
A.10
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Plakvoorwaarden
~ Preschema:
(gereduceerd)
(gescheiden)
Y-preschema
(van eindig type)
(gescheiden)
(projectief)
(proper)
Preschoof
Primair ideaal
Projectief systeem
Projectieve limiet
Punt-object
Quasi-coherent sz—moduul
Quotigéntenlichaam van een ring
Quotiéntenring van een ring
Radikaal van een ideaal
Representeerbare functor
Restrictie
Schema
Y-schema
Schoof
Snede”
(globale)
Spectrum van een ring
Staak van een schoof
Struktuur-schoof op Spec(R)
Tensorprodukt (van C?X-modulen)
(van gegradeerde R-modulen)
Verschoven van een preschoof
Vezel van een punt
Volle deelcategorie

Zariski-Topologie

&

3.8
3.2
5.119
3.35
3.12
5.89
3.3k
5.106
5.98
2.2
A.T
A. 17
A2k
A.29
4.31
1.21
1.21
1.8
A.18
2.3
3.37
3.36
2.10
L.26
L.26, 4,28
1.1
2.1k
2.26
h.1h
5.16
4.13
32, (vi)
2.9
1.1






‘Spec(R) (top. ruimte)

X (X is een top. ruimte)
2[-.d]
Spec(R) (affien schema)
Presch

Presch
-1

i

M

= O]

M
R
M

Mo N

mn

Me @ N
&X

n

g M

Im,

e

Hom &X ( m, ﬂ)

Lijst van symbolen

3.5
3.14
4.3
4.2
b4
L.5
k.11
4,12
L1k
4,16
L.21
h,22
4,23
L.61



8.2

Y

e
o W
AN

e
¥ .

[v],.
[w]™

S (S een A-algebra)

v X

m
m@ﬁ.

R,

Rr)

S

(r
R
()

=

M(k)

D, (v)

Proj(R) (top. ruimte)
Proj(R) (schema)

fI (M gegradeerd moduul)
G(¢)

Proj(¢)

TN-surjectief

O, (n)

Mn)

r,()

u(x) (u een snede)
proj(4)

(P) (eigenschap)

4.63
4.6k
4.68
L5
L.76
4,87 -
k.92
L.ok
L.106
5.2
5.7
.11
SZBT.
5,11
5.12
5.18 -
517
5,2k
5.26
2.29
5.31
5.39
5.5k4
5.55
5.61
5.6
5.85
5.87
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